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1. Predmluva

Predkladana cvicebnice se pokousi zaplnit mezeru ve vyuce metody konecnych prvkll a obecné
energetickych metod. Problematika je to znacné rozsahla a pro dobré pochopeni je treba zacit od
nejjednodussich uvah o energiich. V pfedklddaném textu je proto vidy struéné uvedena teorie, na
kterou navazuji ptiklady, véetné jejich numerického feseni. V dodatcich jsou potom shrnuty nékteré
principidlni zalezitosti, jejichz obsirné uvedeni v hlavnim textu by nebylo ve prospéch pfehlednosti.

Efektivni studium energetickych metod predpokladd aktivni zapojeni se studenta do procesu.
Doporucujeme Cist skriptum s tuzkou v ruce a zapnutym pocitaéem v dosahu. Nékteré priklady jsou
totiz numericky narocéné aje efektivni resit je za pomoci tabulkového procesoru (MS Excel,
OpenOffice Calc, ¢i jiny).

Vyklad je poddn co nejjednodussi formou, tak, aby byl co nejpfistupnéjsi Siroké ¢tenarské obci. Autofi
neméli ambici napsat védecky text, ale snazZili se vysvétlit isloZitéjsSi metody pomoci zakladni
matematiky. Proto je pretvdrna prace vnéjsich sil nejprve vysvétlena na koneéném poctu dilcich
zatiZeni a teprve potom je celd uvaha pfevedena na integral. Podobné je bytostné maticova metoda
koneénych prvkd nejprve vysvétlena bez pouZiti matic, které jsou poté implementovany jako vitané
usporadani a v kone¢ném dlsledku zjednoduseni vypoctu.

Autofi touto cestou dékuji Doc. Ing. Svatopluku Smirakovi, CSc. za inspiraci aza skvély vyklad
ve skriptu [1], na ktery se pokusili navazat. Vsem ¢tenaflim potom budou vdééni za vécné pripominky
a upozornéni na chyby.

Brno, prosinec 2014



2. Deformacni (pretvarna) prace

2.1. Pretvarna prace vnéjsich sil

Proménné vnéjsi sily konaji na poddajném télese praci. Z fyziky vime, Ze mechanicka prace se vypocte
jako soucin sily a drahy, na které sila plsobi. Problém v ptipadé poddajnych téles spociva v zavislosti
sily na deformaci télesa. Na obrazku 1 je proces zatiZeni pruziny rozfazovan do ¢ty kroka.

@

A

Obrazek 1: Postup zatéZovani

Mechanickou praci mlizZeme, za predpokladu ¢tyf stejnych zatéZovacich krokd, vyjadfit pro zatéZzovaci
krok 1 jako

kde F a u jsou konecné hodnoty pusobici sily a posunu.
Ve druhém kroku mlzeme psat

1_1 2_1 3
=Ru+ R+F u,==F>u+=F-u=—Fu. 2
Leo=Ru+ F+F U R R R T (2)

Pro tfeti krok obdobné dostaneme

1.1 2_1 3_1 3
=Ruy+ F+FK L+ R+ +FK uz=—F-u+-F-u+-F-u=—-Fu. 3
I-e,31112212334444448 (3)

A obdobné ve ¢tvrtém, poslednim, kroku

Lea=FRw+ R+F U+ R+F+F ug+ R +F+F+F, Uy

. (4)
pl 2t 3R AR 0 o e2sRy
4 42 4T 2 1

Obecné mlzeme psat pro zatéZovaci proces rozdéleny na n casti



Len="1-Fu=2——Fu, (5)

potom pro 100 ¢asti dostaneme

a pro 1000 casti

V ptipadé N=co bude

Le=%Fu. (8)

V pfedchozi Uvaze jsme vyjadfovali velikost aktudlné plsobici sily v zavislosti na posunu, tj. sila
zalezela na fazi posunu.

F=ku, (9)
kde k je tuhost pruZiny vyjadiena jednotkou [N/m]. Komplikovany predchozi vypocet mlzeme
potom nahradit integrélem
u
L, = jF u du. (10)
0

Provedme nahrazeni sily F pomoci vztahu (9) a dostaneme
1, 2

==ku 11
> (11)

Vyjadtime-li ze vztahu (9) posun a dosadime do (11), dostaneme rovnici (8).

Ucinme nyni obrdcenou Uvahu a pokusme se vyjadfit prdci, kterd se musi vykonat pfi zatéZovacim
procesu pfi posunu zavazi na snizujici se plosinu. Pfi posunu prvniho zavazi vykoname nulovou praci,
protoZe jsme celou tihu zavaii pfisoudili pruziné

L’;l:ul-0=%u.0:o. (12)

Ve druhém kroku je tfeba posunout druhé zavazio u,.

L;2=Le,1+%u F=—uF. (13)



Treti zavaZi posunujeme o 0,5u a praci vyjadfime

F=2uF. (14)

« o« 21
Lea=lea+U7F =15

Celkova komplementarni prace bude

< . 3,1p_6
Les=Log+>U-F=—uF 15
2" 16 (15)

Celkova préce, vyjadiend jako soucet pretvarné a komplementarni pretvarné prace, bude

Lo or = LE+L’;—9Fu+%uF Fu, (16)

coz je celkova mechanicka prace sily.

Pro n stejnych ¢asti mGzeme psat

S
[LEN

. Zi no+n-1 n-n

Le:'r‘]—guF: > uF = o2 uF (17)
Pro n=100 dostaneme

Le 100 =0,495uF (18)
apro n=1000
Le 1000 =0, 4995UF . (19)
Pro n=o
Lo =0,50F =Ly, . (20)

Doplnkovou pretvarnou prace vnéjsich sil mizeme napsat integralné
E
L= fuF dF. (21)

Zde je vyjadren posun jako funkce aktualné plsobici sily, ¢imzZ se doplrikova prace lisi od pretvarné
prace. Dosadime-li za posun ze vzorce (9), dostaneme

EdF =i[FZT _1F% (22)

Le = 2k

OQ}TI

Po zpétném dosazeni z fyzikalni podminky (9) dostaneme vztah totozny s (8).



Pro linedrné pruzny material plati rovnost

*

L=L.

(23)

Pro nelineadrni chovani materiadld tato rovnost zachovana neni, jak plyne z obrazku (*). Pretvarna

a komplementarni prace sil maji téZ charakter ploch, vysrafovanych na stejném obrdzku.

F
A !
#
U (74
Obrazek 2: Pretvarna prace vnéjsich sil pro linearné pruzny a nepruzny material
PRIKLAD 1:
Vypoctéte deformacni praci vnéjSich sil uocelového tahla primeéru p
10 mm, délky 4 m, jehoZ konec se vlivem pUsobici sily posune o 8 mm. 7
RESENI:
Prifezova plocha: =
5
I
2 2
=]
Aoz L2001 g ess105 m?
4 RS
%
Normadlova tuhost: =
T
EA=210-10°-7,854-10 ° =16,4934-10° N i o 3
Geometrickd podminka: p

!

Al oy Ly _
g =U'= T (pomérné délkové pretvoreni osy prutu)
Fyzikalni podminka:
Al s
N =EAg, = EAT (normalova sila)

Konecna pusobici sila:

Obrazek 3: TaZeny prut



P=16,4934-1

0° .%08:32986,8 N

Deformacni prace vnéjsich sil:

1 1 2
==P Al -Al==EAAC
Le 2 2 '

Le =%P Al Al =%32986,8-0,008=131,9472J

Komplementarni (doplrikova) prace vnéjsich sil:

~ 1
==Al F F
~=7

Posun Al vyjadiime z fyzikalni podminky:

N
EA

Al

2
L::lm F F:lp_l
2 2 EA

Vzhledem k linedrnimu chovani materialu vyjde doplrikova pretvarna prace Lz stejna jako pretvarnd
prace L.
PRIKLAD 2:

Vypoctéte deformacni praci vnéjsich sil na nosniku zatizeném spojitym rovnomérnym zatizenim.

4
Rozpéti: l=6m 1 l ‘ X
AN AN
Modul pruznosti: E =210GPa
Moment setrvacnosti: | =21,4-10° m* -
Intenzita zatiZeni: q=15 kN/m Obrézek 4: Prosty nosnik
RESENI:

Vyjadfime komplementdrni pretvarnou préci, ktera je pro pfipad pruzného materidlu stejna jako
pretvarnd prace. Komplementdrni pretvarna prace vnéjsich sil se vyjadfi jako polovina integrdlu
diferencidlnich sil nasobenych pfislusSnym posunem. Posun vyjadfime jako funkci zatizeni.

dl, =3dFw q , (24)



dF =qdx, (25)

die =3w g qdx, (26)
o

Le=3 .[w g qdx. (27)
0

Kfivka prihybu se odvodi pomoci metod stavebni mechaniky (neni soucéasti tohoto textu):

w=—4 % B2 +xC . (28)

24El

Po dosazeni do (27) dostaneme

| 2
* 101 3 2.3
== |—x I°-2Ix“ +x° dx. 29
e 2 324l (29)

Vysledkem je

1P

30
240 EI (30)

L -
Po dosazeni zadanych hodnot dostaneme
L, = L =1622,13J .

Lagrangeova véta:

Pro pfetvarnou préci vnéjsich sil plati

dle =F u du.

Jednoduse vyjadrime

d

Fu-= dte . (31)
du

Pro vice posun( analogicky plati

— aLe

Fu=—.
aui

(32)

Slovné vyjadreno:

Vnéjsi sila plsobici na pruznou konstrukci se rovna parcialni derivaci pfetvarné prace podle posunu
plisobisté této sily ve sméru této sily.
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Catiglianova véta:

Pro komplementarni pretvarnou praci vnéjsich sil plati

dly=u F du

Vyjadfime

uF =d—Le. (33)
dF

Slovné vyjadieno:

Posun v misté a sméru sily ptisobici na pruznou konstrukci se rovna parcialni derivaci komplemen-
tarni pretvarné prace podle prislusné sily.

PRIKLAD 3:

Vyjdéte z pfikladu 1 a pomoci Lagrangeovy véty urcete z rovnice pretvarné prace vnéjsich sil plsobici
silu.

RESENI:

2
Le=2P Al Al :%EA%,

Fu =OI—L“J = EAAI =P.
dAl |
PRIKLAD 4:

Pomoci Castiglianovy véty urcete z pfikladu 1 posun.

RESENI: F M
u=Al :ﬁzﬁ. AN (
dP EA T T
PRIKLAD 5: 2 | 3 |
Pro prosty nosnik podle obrazku 5 ¢ <
a) vyjadiete deformacni praci vnéjsich sil a uplatnéte Obrézek 5: Pfiklad 5, zadani

Lagrangeovu vétu a vypoctéte silu F a moment M,
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b) vyjadrete komplementarni deformacni praci vnéjsich sil a uplatnéte Castiglianovu vétu a
vypoctéte prithyb wa pootoceni ¢.
RESENI:

Metodou jednotkovych sil vyjadfime posun v misté sily F a pootoceni v misté momentu M . Pro
jednoduchost zanedbejme vliv posouvajicich sil. Staci tedy urcit ohybové momenty od jednotlivych
zatizeni skutecnych i jednotkovych.

Vyjadiime prihyb pod silou F, ktery se sklada z vlivu pusobici sily a momentu v pravé podpore. Pro
vycisleni integrald vyuZzijme tabulky.

we =~ l.§F§5+1(_ZMj§2+£§ 2.(_3Mj+ M |3l
EI35 5 3.5 J5° 65\ 5

wp - L2 By
ElI [ 5 25

M
7
\~

iy

Obrazek 6: Zatizeni a pribéhy ohybovych momentd

Obdobné vyjadiime pootoceni v pravé podpore

o _1 E.QF.(_EJZJFE.QF 2(_Ej+ 1 .3+1 -M -1-5
El |35 5 6 5 5 3
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3% _ 5
-2 F2M
oM {25 3 }

Pro vyjadreni pretvarné prdce vnéjsich sil je nutné vyjadfit zatéZujici silu a moment jako funkci
posunu Wg a pootoceni @), . Je tfeba Fesit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych:

12 35
1| 5 25| [F] [we
EI| 35 5 '{M}_{(;»M}'

25 3

Re3eni soustavy a vyjadienisily F a momentu M jako funkce posunu a pootogeni
F =El- 0,817wg +0,68628¢,, ,
M =EIl 0,62828wg +1,17647¢),

Deformacni prace vnéjsich sil
13 1
|—e=EZFi U U= F We,op -We +M We,op -om
i=1

L =% 0,817we +0,686280 We + 0,68628We 1176470y, o,

L, =0,4085wW2 +0,68628W¢ ¢y, +0,588235¢% .

Lagrangeova véta:

Sila F:

Fode _ 0,817w¢ +0,68628¢,, .
F

Moment M:

M :& =0,68628wg +1,17647¢), .
oPm

Komplementarni prace vnéjsich sil:

2
Q:%Zui F F,:% wg F.M F+gy FM M
i=1

L, R o VR [ BTV VR
2|EIL5 25 EIl 25 3
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L’;ZL{EFZQEF-M +§M2}.
2El | 5 25 3

Castiglianova véta:

Posun wg
ool _L[12p 35,1
oF EI'[5 25

Pootoceni @y

o, 1( 3_ 5
=—=———F+-M¢.
M= oM EI{ 25 3 }

Poznamka:

Pro aplikaci Lagrangeovy véty je nutné vyjadrit sily a momenty jako funkce posun( a pootoceni.
Podobné pro aplikaci Castiglianovy véty je nutné vyjadrit posuny a pootoceni jako funkce sil a mo-
mentd.

2.2. Deformacni (pretvarna) prace napéti

Méjme infinitezimdlni element télesa podle obrazku 7. Pro zjednoduseni predpokladejme, Ze
element je zatiZzen pouze normalovym napétim o, .

Jak bylo odvozeno, pretvdrna prdce se v pripadé pruzného materidlu vypocte jako polovina soucinu

koneéné pulsobici sily a posunu. V pfipadé vnittnich sil je pretvarna prace zaporna, nebot reprezen-
tuje prdci, kterd je v télese ,,uskladnéna“. Diferencidlni ¢ast prace bude

dL, =—%dNX A, (34)

kde silu dN, vyjadfime jako soucin napéti a diferencialni plochy

dN, =o,dy-dz. (35)
Zménu délky elementu vyjadfime z Hookeova zakona jako

Ay =&,0x. (36)

Dosazenim do vzorce pro praci vnitinich sil dostaneme
1
dL :—ngdy'dz -&,0X, (37)

coz se da vyjadfrit jako
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dy :—%stxdv , (38)

kde dV je diferencialni objem.

Yy
(I 717
// ! -
Sl P -
Oy r } T 1 Ox
R R
l S | 7
| // | -/ s
N ' S
D A /
d) AX
Obrazek 7: Deformacni prace napéti
Celkovou praci vyjadrime jako integrdl pres objem
1
Li =—— Io-xgde . (39)
2v

Pro ostatni napéti bychom dostali podobné vztahy. Sefadime-li pfislusna napéti do vektor(, dostane-
me obecny vztah pro pretvarnou praci napéti

L — L (eav , (40)
2
\Y
Kde
-
£= &8y, 87, Vxy Yy Vax (41)

Je vektor pomérnych pretvoreni a

T
6= 0y,0,0,, Ty Ty, T (42)

je vektor napéti.

Deformacni prace vnitinich sil pfimého rovinného prutu

Deformacni praci mlzeme pro pripady prutll, stén, desek a deskostén vyjadfrit i pomoci vnitfnich sil.
Pro rovinny prut bude platit
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Li:—% [Nendx+ [Va,dx+ [Mandx - (43)
L L L

Podrobné odvozeni je uvedeno v pfiloze.

Do této rovnice je mozno dosadit z fyzikalnich podminek

N = EAg,, (44)
V =GA. s, (45)
M =Eleg,. (46)

Potom dostaneme alternativni zapisy

2 2 2
Li:—l N | i [MZ L nebo (47)
AESES El
L L L
Li:—% [EAs2dx+ [GA&20x+ [ElcAdx ). (48)
L L L

2.3. Deformacni prace soustavy

Soustava se sklada z télesa a jeho vnéjsich sil. Obé tyto Casti tvofi konzervativni systém, pro ktery
plati zakon o zachovani mechanické energie, ktery je aplikaci obecného zdkona zachovani energie.
Zakon zachovani mechanické energie fika, Ze celkova energie v izolovaném mechanickém systému pfi
mechanickém déji, zGstava konstantni. Soustavu téleso plus zatizeni mZzeme povazovat za izolovany
mechanicky systém. V dalSich Gvahdach vsak nebudeme predpokladat dynamické chovani soustavy
arovnéz nebudeme predpokladat preménu mechanické energie na plastické tvareni materialu.
ZGstaneme u idealniho linedrné pruzného chovani.

Na zakladé predchozich ivah mlzeme prohlasit, Ze soucet prace vnéjSich a prace vnitinich sil musi
byt nulovy.

L+L =0 (49)

VyuZiti pro feSeni realné konstrukce ukazuje nasledujici priklad.
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PRIKLAD 6

F
Pomoci principu nulové pretvarné préce X
vypoctéte prihyb volného konce konzoly podle R \ -—
obrazku. Zanedbejte praci posouvajicich sil. N §‘
Pfedpokladejte, Ze ohybovd tuhost El je L 7

konstantni po celé délce konzoly.

Obrazek 8: Konzola, zatiZeni, priihyb
RESENi:
Pretvarna prace vnéjsich sil je

1
=—Fw.
Le 2

Pfetvarna prace vnitfnich sil je

L

1 L L
-1 =—{jNgndx+ [Ve,dx+ jlvlgmdx},
2 0 0 0

kde prvni a druhy integral bude nulovy a zlistane pouze posledni, vyjadfujici pfetvarnou praci ohybo-
vych moment(. Za ¢, dosadime z geometrické podminky a dostaneme

1L|\/|2 1 -
—Li:—J—dx:— M 2dix .

0 0 @ -FL

Na Obrazek 9 je graf ohybovych momentd.
Pro dosazeni do rovnice pro praci vnitfnich
sil potfebujeme rovnici ohybovych momen-

td, kterou snadno odvodime |

M=F x-L . Obrazek 9: Konzola, pribéh ohybovych moment

Dosadme do rovnice pro deformacni praci vnitinich sil a dostaneme

L 2 (3 2,3
_Li:ij]:z x_dex:iF_ L_L3+|_3 _FL _
2E|0 2El 2EI| 3 6El

Dosadime-li do rovnice pro celkovou pfetvarnou praci, dostaneme

2,3
oty =Lpw P

=0.

Z predchozi rovnice snadno vypocteme priahyb
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_FL
3El'’
F
ktery se shoduje s presnym resSenim.
— 1 [w=h-h.cos®
PRIKLAD 7
-0

Tuhy prut je uloZen podle obrazku. Kloub klade proti .
pootoceni odpor podle rovnice

M, =k 6, (50)

Najdéte velikost kritické sily F, pfikteré dochazi ke

ztraté stability.
RESENI Obrazek 10: Stabilita tuhého prutu
Prace vnéjsi sily bude

L. =Fw.

Nasobitel 1/2 chybi, protoZe po dosazeni kritického stavu se zvétSuje posun za konstantniho zatizeni.

Pfedchozi vztah dosazenim za posun W upravme
L, =Fh 1-cosé .
Pomoci Taylorova polynomu mlzeme vyjadfit cosé jako
. 1 1. 1
cos@=1-sin 0 @—=cos 0 #° +=sin 0 @>+cos 0 @>+— 0 &* +... (51)
2 6 24
Po vyjadreni funkci sinus a cosinus a zanedbani tfetich a vyssich mocnin Uhlu 8 dostaneme
1.
cosf@=1-=6°. (52)
2
Potom prace vnéjsich sil je priblizné
1 1
L, =Fh 1—(1——92j = ZFhé&?. (53)
2 2
Pretvdrna prace vnitfnich sil je
1

1
L =EM,9=Ekr92. (54)

Dosadime-li do podminky nulové pfetvarné prace, dostaneme
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Le+Li=%Fh92—%kr92=0. (55)

V této rovnici je pouze jedna nezndma, sila F . Snadno ji vyjadiime

k

F=-r,
h (56)

Uvedeny vzorec predstavuje kritickou silu a shoduje se s pfesnym feSenim.
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3. Virtualni prace

V predchozich ¢astech byla vysvétlena pretvarna prace vnéjsich a vnitfnich sil. Dalsi skupinou je virtu-
alné prace. Myslenkovy postup pro jeji odvozeni ilustruje ndsledujici Uvaha.

Méjme ¢&astici, na kterou plsobi soustava rovnovainych sil P,, jejichZ thlovd odchylka od osy X je 6.

Céstice se posune ve sméru osy X o0 U . Potom prace vykonana soustavou sil bude
Sy = R oSG - SU+P, 086, - SU+...R, €06, - Su = B,su=6u> B, , (57)

coz je silova podminka rovnovahy vynasobena posunem Ju . Takové vyjadieni podminky rovnovahy

ma nékteré vyhody — napfiklad reakce v pevnych

podporach konaji nulovou praci. Rovnice (57) A
predstavuje virtualni prdci, kde sily jsou skutecné a { Ox_, v
posun oJu je virtudlni. Slovo virtudlni se obvykle P N
vysvétluje jako mysleny avsak mozny. Skuteény vyznam ~ , \

viak je spi§ ,ne vpfitinné souvislosti, jak je vidédt ——— @O =

v pfedchozim pfikladu. Virtualni posun je tedy

infinitezimalni (velmi maly) posun, ktery neni v rozporu ‘.P? \

svazbami soustavy anezdvisi na sildch soustavy. ' \\ P

V predchozi ilustraci této definici odpovida posun Jou,

ktery nebyl vyvoldn rovnovéznou soustavou sil P, . Obrazek 11: Virtualni posun &astice

Z tohoto dUvodu se také neuplatni nasobitel 1/2 jako

v predchozich pfipadech, protozZe sila ptsobi od pocatku plnou hodnotou.

Obecné, pro pripad télesa, virtualnim premisténim télesa du rozumime libovolny infinitezimalni
deformacni stav, ktery plni podminky spojitosti uvnitt télesa a deformacni (kinematické) okrajové
podminky na jeho hranici Sp. Proménnd Ju je v obecném pfipadé vektor funkci.

Virtudlni prace vnéjsich sil télesa bude

Sy = JouTXaV + [su'pds, (58)
Vv S

p

kde vektor X reprezentuje objemové sily (vznikajici napriklad zménou teploty, reologii, vlastni tihou)
a vektor p je vektor zatiZzeni na hranici télesa S,.

Podobné jako virtudlni prace vnéjsich sil oL, existuje virtudlni prace vnitfnich sil

5L, :—jasTodv, (59)
\

kde vektor o€ predstavuje pole pomérnych pretvoreni v télese a vektor ¢ reprezentuje pole napéti.
Vsechny vektory v rovnici (59) obsahuji, v obecném pfipadé, funkce proménnych X, vy, z.
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Pro rovinny prut bude platit (viz pfiloha A)
Sl =—1 [Noedx+ [V e, dx+ [Mepdx . (60)
L L L

Podobné jako v pfipadé pretvarné prdace plati, Ze soucet virtudlnich praci vnéjsich a vnitfnich sil musi
byt nulovy. Pro obecnou ulohu tedy plati:

Sle +0L = j&uT XdV + j su'pds — j&aTodv =0, (61)
Vv S, %
coz je zapis Lagrangeova principu virtualnich pfemisténi (téZ nazyvany obecny princip rovnovahy):

P¥i libovolném, virtualnim pretvoreni pruzného télesa nachazejiciho se v rovnovainém stavu (jako
celek i kazda jeho cast), je soucet virtualnich praci vSech vnéjsich a vnitfnich sil (skutecnych) na
virtualnich posunech a deformacich roven nule.

Prakticky vede tento princip na deformacni varianty vypocetnich metod.

V ptechozim pfikladé byla virtudlni prace definovdna jako soucin skuteéné sily a virtudlniho posunu.
Virtudlni praci ale mtzZzeme definovat i jako soucin virtualni sily a skute¢ného posunu. Pfislusnou praci

Vevzs . ’ ’ v * * ’ . LV ’ .
vnéjsich sil potom nazveme komplementarni a oznac¢ime 5L, a JL; pro praci vnitfnich sil.

Virtudlni sily predstavuji mozny — myslitelny silovy stav télesa definovany vnéjsimi virtualnimi silami
op pfiloZzenymi na povrchu télesa, tj. na hranici Sp, nebo objemovymi 6 X uvnitf télesa (napfiklad

zatiZzeni zménou teploty, vlastni tihou ¢i objemovymi zménami betonu) a vnitfnimi silami danymi
polem napéti o6 . Tyto myslené sily nemusi odpovidat Zzadnému redlnému stavu télesa, musi vsak
spliovat podminky rovnovahy v kazdém bodé télesa a teda i télesa jako celku.

Doplrikova (komplementarni) prace vnéjsich sil potom bude
S, = JuTsXav + [uspds (62)
Vv S,

a komplementarni virtualni prace vnitrnich sil je

S =— jsT&;dv . (63)
\Y

Soucet virtudlnich praci musi byt opét nulovy.

S, +6L; = [u'oXadV + [u”5pds — [&" sodv =0. (64)
\Y

S, v

Toto je matematicky zapis Castiglianova principu virtualnich sil:
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Ze vsech myslitelnych, staticky pfipustnych stavll napjatosti télesa nastane pravé ten, pfi némi je
komplementarni energie systému minimalni.

Prakticky vede tento princip na silové varianty vypocetnich metod.

Princip virtudlnich premisténi predpokldda splnéni podminek kompatibility a vede na podminky
rovnovahy, kdezto princip doplikové virtualni prace (virtualnich sil)

predpoklddd platnost podminek rovnovahy avede na podminky SA
kompatibility. CastiglianGv princip se téZz nazyva obecnym principem
spojitosti télesa.

Tyto skutec€nosti budou ilustrovany na nasledujicich ptikladech
PRIKLAD 8:

Vyjadrete virtudlni praci konzoly podle obrazku. Dosadte do Lagran-
geova principu virtudlnich premisténi.

RESENI:

Virtudlni praci je tfeba vyjadrit v zavislosti na virtudlnim posunu J§A.

Virtudlni prace vnitrnich sil je

SA Obrazek 12: Slozky
—-oLj=Mdo=M Y (65) pFemisténi tuhé konzoly pro
Lagrangelv princip

a virtualni prace vnéjsich sil
oLy =PoA. (66)

Soucet virtudlnich praci musi byt nulovy

5Le+6Li=P5A—M5—hA=O. (67)

Rovnici mizeme vydélit A a dostaneme
M
P=F:>M=Ph, (68)

coz je podminka rovnovahy. Poznamenejme, Ze na zacatku prikladu

jsme predpokladali podminku kompatibility

59:5—hA . (69)

Obrazek 13: Slozky

Vysledkem je podminka rovnovahy. pfemisténi tuhé konzoly
pro Castigliantv princip
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PRIKLAD 9:

Vyjadrete doplikovou virtualni praci konzoly zatizenou virtudlni silou P podle obrazku 13. Dosadte
do Castiglianova principu virtualnich sil.

RESENI:

Praci virtualni sily vyjadifime

5L, =6PA, (70)
prace vnitfnich sil bude

~5L; =6MO = 5Pho. (71)
Dosazenim do Castiglianova principu ziskame

SPA-38Pho=0. (72)

Po vyndsobeni rovnice vyrazem 1/5P a Gpravé dostaneme

9=A

coz je podminka kompatibility. Pfedpokladali jsme podminku rovnovahy

SM =GSPh. (74)

3.1. Princip superpozice mechanické prace

V linedrni oblasti mechaniky plati princip superpozice (skladani) silovych ucink(i. Podobné tedy musi
platit princip superpozice mechanické prace. Podle obrazku 14 uvaZujme postupné zatéZovani
prostého nosniku. ZatéZujeme-li prvné silou F;, dosdhneme prihybu w;. Po pfidani sily F, se
prihyb zvétsi na w; +w, . Stejného vysledku dosahneme i opaénym postupem zatéZovani. Existuje-li

princip superpozice pro zatizeni a pfemisténi, musi existovat superpozice i pro mechanickou praci.
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Obrazek 14: Superpozice mechanické prace

Pokusme se vyjadrit mechanickou energii podle zatézovaciho postupu vlevo.

1 1
Lea= 3 Fwq + 2 FoWoy + R, (75)

U prvnich dvou séitancl jsme poutZili nasobek % u tfetiho nikoliv. Prvni dva scitance totiz predstavuji
takzvanou vlastni praci sil (sila pracuje na prahybu, ktery sama vyvolala), tieti sCitanec predstavuje
virtudlni praci, nebot se jedna o praci sily na posunu, ktery nezplsobila. Vyjadfeme mechanickou
praci podle zatizeni vpravo

1 1
Leo = 2 Fwpy +5 Fw + FoWyy . (76)

Je jasné, Ze celkova prace vnéjsich sil podle postupu vlevo i vpravo musi byt stejné

Les= % Fiwgg + % FoWyy + Fwip = Lep = % FaWsp + % Fw; +Fows; . (77)
Potom musi platit

Fwp = Fowy, (78)
coz je zapis Bettiho véty.

Bettiho véta (1872)

Virtudlini prace jedné soustavy vnéjsich sil na posunutich vyvolanych druhou soustavou sil je rovna
virtualni praci druhé soustavy vyvolanych prvni soustavou sil.

Vyznam indexU u posun( VUG -

i oznacuje silu, v jejimZ misté a sméru méfime premisténi,
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j oznacuje silu, ktera premisténi vyvolala.

UvaZujeme-li v rovnici (1.62) rovnost sil F, = F,. Potom bude platit

Wip =Wsy, (79)

coz je matematické vyjadieni Maxwellovy véty (1864), ktera se slovné vyjadri napfiklad takto:

Pfemisténi vyvolané jednou silou v misté a sméru sily druhé, je za predpokladu stejné velkych sil

stejné jako premisténi vyvolané druhou silou v misté prvni.

Poznamenejme, Ze obé véty jsou platné ipro momentova zatizeni (pfemisténim jsou rotace)

a dokonce i pro kombinaci momentu a sil.
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4. Potencialni energie

Energie je veli¢ina méfitelnd pouze mnoZstvim dodané prace na zménu energetického stavu télesa.
Potencialni energii pak rozumime rozdil mezi potencidlni energii na konci zatéZzovaciho a defor-
macniho procesu a toutéz energii na jeho pocatku. Za nulovy stav se poklada takova konfigurace
konstrukce, kdy zatiZeni je jiz v kontaktu s konstrukci, ale jesté nevyvolalo Zadné deformace.

Celkova hodnota potencidlni energie je dana souctem potencidlni energie vnéjsich sil (zatizeni) I,

a potencialni energie vnitfnich sil IT;.

4.1. Potencialni energie vnéjsich sil

odpovida Ubytku polohové potencidlni energie zatizeni vyvolaného posunem plsobist zatéZovacich
sil (nebo rotaci v pripadé plsobeni zatéZujictho momentu). Potencidlni energie vnéjsich sil je tedy
zaporna. Na rozdil od pretvarné prace se uplatni souciny sil ajejich pusobist plnou hodnotou
(nendsobi se %). Vobrazku 3 je potencidlni energie vnéjSich rovna obsahu celého obdélnika.
Matematicky vyjadieno

Me=- L+l , (80)

4.2. Potencialni energie vnitinich sil (deformacni energie)

je energie akumulovana v systému béhem zatéZovani.

I =-L=L. (81)

4.3. Potencialni energie systému

Systémem je zde minén mechanicky systém, kterym je dvojice konstrukce a zatiZeni. Potencialni
energie tohoto systému je potom souctem potencidlni energie vnéjsich a vnitrnich sil. Dosadime-li za
energie prace vnéjsich a vnittnich sil podle predchozich Uvah, dostaneme vztah

=T +11=— Ly +L +L,=-Lg, (82)

Ze kterého plyne, Ze celkovd potencialni energie mechanického systému je rovna zaporné vzaté
komplementdarni pfetvarné praci vnéjsich sil. Pro téleso v rovnovaze je vidy zaporna nebo rovna nule
(pro nezatizené téleso), to znamena, Ze Ubytek polohové energie je vidy vétsi nez energie akumulo-
vana v konstrukci. Komplementarni praci si mlzZeme predstavit jako praci spotfebovanou na zpoma-
leni procesu zatéZovani tak, aby bylo dosaZeno statického zatéZovani. Tato ¢ast energie se v télese
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neakumuluje a unikd mimo systém, pfeméni se na jiny druh energie, napriklad na tepelnou pfi
brzdéni.

Zajimava je Uvaha o odtiZeni. V pruzné konstrukci je energie akumulovana na navrat do pavodniho,
nezatizeného stavu. Aby vsak tohoto stavu bylo dosazeno, musi byt dodana energie o velikosti kom-
plementarni prace vnéjsich sil. Podivame-li se znovu na obrazek 1, musime dodat praci, kterou bude-
me jednotlivd zdvaZi zvedat zpét na ploSinu, pficemz kazdé dalsi zavazi budeme zvedat do mensi
vysky tak, jak se bude plosina vracet do pldvodniho stavu.

Potencidlni energie konstrukce, kterd je v rovnovdzném stavu, ma vyznamnou vlastnost extrému,
kterou lze velmi efektivné uplatnit pro feseni konstrukci.

Véta o minimu potencialni energie:

Ze vSech moznych deformacnich stavl pruzného télesa, které neporusuji jeho spojitost a respektuji
veskeré kinematické (deformacni) okrajové podminky nastane pravé ten, pfi némz je potencialni
energie systému minimalni.

I1 =11, +IT; =min. (83)

Odudvodnéni provedme pomoci nasledujici dvahy. Konstrukci, ktera je v rovnovaze udélime nekonec-
né malou, avsak nenulovou zménu - variaci. Mé&jme na mysli, Ze se nejednd o zménu napfiklad maxi-
malniho prahybu, ale o zménu celé deformacni kfivky du (v pripadé prutd) a funkci pomérnych
pretvoreni d¢. Tyto zmény jsou vlastné viruadlni posuny nebo pretvoreni. Je-li konstrukce v rovnovaze
atedy potencidlni energie dosahuje extrémni hodnoty, nedojde pfi , dostatecné malé” variaci
ke zméné potencialni energie systému. Je to velmi podobna Uvaha jako v pfipadé extrému funkce —
viz pfiloha B. Uplatnime-li Lagrangelv princip virtudlnich posun(, tak zaroven musi platit, Ze prace
vnéjsich a vnitfnich sil skutecnych na udélenych virtudlnich posunech a deformacich je rovna nule
pro pfipad konstrukce nachazejici se v rovnovaze. Z predchozi Uvahy plyne, Ze oba principy — princip
minima potencialni energie a Lagrngelv princip virtudlnich posunt jsou rovnocenné. Pro potencialni
energii miZeme psat

5,11=0. (84)

Index u u znaku variace znamena, Ze virtualni zméné byly podrobeny premisténi u a deformace ¢
a nikoliv silové velic¢iny. Rovnice (84) je podminkou pro extrém potencidlni energie soustavy.
V pfipadé extrému nabyva potencidlni energie stacionarni hodnotu (viz pfiloha B). Bylo dokazano, Ze
v pfipadé stabilni rovnovahy se jedna o minimum — viz rovnice (83).

PRIKLAD 10:

Pro taZzenou ty¢ podle obrazku vypoctéte hodnotu potencidlni energie pro rlizné posuny zatizeného
konce v rozsahu 0 aZz 10 mm a vykreslete graf zavislosti posunu a hodnoty potencidlni energie.
Vypoctéte posun odpovidajici minimu potencidlni energie a spoctéte potencidlni energii odpovidajici
tomuto minimu. Dosadte:

E=210GPa, A=314-10* m? (ty¢ prdméru 20 mm), F =150kNa L=2m.
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RESENI:

Konstrukce je staticky urcitd. Normalova sila je konstantni, stejné tak
je konstantni pomérna deformace g, ktera se vypocte 7%

Enh=—,

pun

EA = konsi.

kde u je posun volného konce a L je délka prutu.

Potencialni energie vnittnich sil (pouze pro tahova ¢i tlakova

namahani)
L

L 2 F
Z%{ | EAsﬁdx}:%JEA(%j . (85)
0

0 Obrazek 15: Tazeny prut

Vzhledem ktomu, Ze prlrezové charakteristiky, délka iposun na
konci jsou vzhledem k x konstantni, miZeme psat

EAU?
M=—- L2 jd (86)
Po integraci
= EA2, (87)
2L

Potencialni energie vnéjsich sil se spocte jako ztrata polohové energie zatiZeni
I, =—Fu. (88)
Celkova potencidlni energie:

I1=T1; +11, _EAem (89)
2L

Vycisleme nyni do tabulky potencialni energii pro posun u 1 az 10 mm.

Posun [mm] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I1; J 16 66 148 264 412 593 808 1055 1335 1649
T J -150 -300 -450 -600 -750 -900 -1050 -1200 -1350 -1500
I J -134  -234  -302 -336 -338 -307 -242 -145 @ -15 149
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Potencialni energie vynesena do grafu

200 o P P P A |

100 A---ooeeee e oo b e f |

0 ! ! ! |

100 4N A A A Y |
200 1N — oo e oo |

300 4 B e

400 4 R [ R [ i

Obrazek 16: Potencialni energie v zavislosti na posunu

Podle véty o minimu potenciadlni energie je spravny ten posun, pro néjZ je potencidlni energie
systému minimalni. To znamena, Ze spravné feSeni bude pro posun mezi tfemi a péti milimetry.
Hleddme extrém funkce, ktery se ziska prvni derivaci podle posunu a jejim porovnanim s nulou.

a—H=E‘U—F=O, (90)

ou L

u =E=4,5496mm . (91)
EA

Minimum potencialni energie bude —341,22J.
Ovéreni metodou jednotkovych sil:

Pribéh normalovych sil je konstantni od skute¢ného i jednotkového zatizeni. Potom posun volného
konce se spocte

L (92)
EA EA

coz odpovida rovnici (91).
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5. Variacni ulohy

V predchozim pfikladu byla znama funkce protazeni prutu vlivem zatiZeni (linedrni funkce s nulovym
posunem v misté uloZeni), hledal se pouze jeji parametr - posun volného konce. V obecnych pfipa-
dech vsak nejsou funkce premisténi predem znamy, coz je jeden z charakteristickych rysd variacni
ulohy.

1. Nehleda se urcita konkrétni hodnota (napf. maximum urcité funkce apod.), ale hleda se
krivka, nebo funkce, ktera tuto kfivku popisuje.

2. Hledana kfivka musi splfiovat okrajové nebo pocatecni podminky.

3. Hledana funkce musi splfiovat podminku extrému urcité veli¢iny — takzvaného funkciondlu.
V nasem pfripadeé je funkciondl potencidlni energie a hleddme jeho extrém — minimum.

Funkcional je Cislo, avsak zavisi na celém pribéhu kfivky, je obvykle integrialem z néjakého operatoru

nad funkci y=f X ajejimiderivacemi

Xkon

szL y, Y,y .y odx. (93)
%

V nasem pfipadé je funkciondlem potencidlni energie. Ta je zdvisld na prvnich nebo druhych
derivacich krivek premisténi. Ve variacni Uloze se hleda kfivka, kterd udéli funkciondlu extrém,
v nasem pfipadé minimum pro potencidlni energii. Takova kfivka se nazyva extremala. Hodnota
funkcionalu potencialni energie vycislena pro jakoukoliv jinou kfivku bude vétsi nez pro extremalu.
Pro kfivky velmi blizké extremale, které se lisi o infinitezimalni pfirGstek je hodnota funkcionalu
shodnd, ma tedy hodnotu stacionarni. Zdivodnéni tohoto faktu je mozné vyvodit z podobnosti

extrému funkcionalu a funkce. Je obsazeno v pfiloze B. Variaci funkce y=f X se rozumi infinite-
zimalni prirdstek nejen jedné hodnoty funkce, ale celé funkce. To znameng, Ze je to rozdil dvou

blizkych funkci y; X ay X
SYy X =y X =y X . (94)

Za funkce vzajemné blizké pokladame takové funkce, které se malo lisi nejen ve funkénich hodno-
tach, ale téZ v hodnotach svych derivaci az do urcitého stupné podle ulohy. V klasickych varia¢nich
Ulohach stavebni mechaniky postacuji obvykle druhé derivace (blize viz Ptiloha B).

Existuji dvé skupiny metod pro feseni variacnich uloh. Prvni skupinou jsou nepfimé metody, které
variacni Ulohu pfevedou na feseni diferencidlni rovnice (Eulerovy), ktera je k dané uloze jednoznacéné
pfitazena. V teorii pruznosti neni tento postup uUcelny, protoZe timto postupem obdrzime diferen-
ciadlni rovnici rovnovahy (prutu, desky, télesa). K jejichZz feseni pravé hledame alternativu v podobé
variacnich feseni.

Pfimé metody hledaji feseni extrému funkcionalu pomoci bazovych (ndhradnich) funkci jejich linear-
nich kombinaci.
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5.1. Ritzova metoda

Hledanou funkci, ktera udéli funkcionalu extrém, hledejme ve formé souctu n funkci

n
Y X =ays +agyp et agyy = D A, (95)
i=1

kde

Y1, W, Wi, W, jsou zvolené aproximacni funkce. Kazda z téchto funkci musi splfiovat okrajové

podminky,

ay,...,8j,...,a, jsou neznamé koeficienty.

Pfislusny funkciondl vyjadfime pomoci ndhradni funkce y X . Nahradni funkce y x i pfisluSny
funkciondl F ted zdviseji na koeficientech ;. Hodnotu funkciondlu F ted miZe ménit pouze

zménou koeficientd a;. Podminka extrému ted pfechdzi do podminky extrému funkce o n

proménnych
2—F=O, i=12,...,n (96)
a;

Tyto podminky pfedstavuji soustavu rovnic o N nezndmych soulinitelich a . Re3enim soustavy

rovnic dostaneme koeficienty @; a tim je pIné definovana funkce y x .

Z predchoziho vykladu je jasné, Ze kvalita feSeni zdavisi jednak na ,vhodnosti“ zvolenych bazovych
funkci w; ajednak na poctu ¢len(, které vezmeme v Gvahu.

PRIKLAD 11:

Tazeny prut zatizeny rovnomérnym spojitym normalovym
zatizenim resSte Ritzovou metodou. Jako nahradni funkce

7

pouzijte polynom prvniho aZ tfetiho rfadu. Pocitejte obecné, 7

feSeni ovérte integraci.

Nahradni funkce: —
X
y1=X,
! EA = konst

2
Wy =X,

|
i
i
i
1
I B L L

vy =x.

Obrazek 17: Ritzova metoda -

RESENI: .
tazeny prut

Pocatek osy x je vyhodné zvolen v uloZeni prutu. Vsechny tfi
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nahradni funkce, v souladu s poZadavky Ritzovy metody, vyhovuji okrajové podmince, kterou je
nulovy posun v uloZeni

u x=0 =0.
Z dlivodu plnéni okrajové podminky nelze pouZit konstantni funkci.

Nahradni funkce mizeme v souladu s Ritzovou metodou psat
3

u= Zaiwi B
i=1

kde 4 az 5 jsou nahradni funkce a a; az a3 jsou vahové koeficienty, které dostaneme jako feseni
soustavy rovnic.

Pro feSeni budeme pottrebovat geometrickou

&, =U
a fyzikdlni podminku

N =EAg,.

Potencialni energie vnitfnich sil bude

1t 1k 2
T, :—jEAgﬁdx:— [ EA U’ “dx. (97)
20 20

Vzhledem ke konstantnimu prirezu lze prifezové charakteristiky vytknout pred integral
L
EA
I =— [ u' Zdx. (98)
2 0

Pro dosazeni do vztahu pro potencialni energii vnitinich sil potfebujeme znat prvni derivaci ndhrad-
nich funkci podle x

, du [ AR
U= DA | = &, (99)
X iz i-1

wi =1, wh=2x, yj=3x>.

Po dosazeni do rovnice pro potencialni energii vnitfnich sil dostaneme
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EA " 2
Hi :7I a1+2a2X+3a3X2 dx =
0
1 2
- EA(EafL +aa,l? + a3 +§a§L3 +ga2a3L4 +%a§L5] : (100)

Potencialni energie vnéjsich sil se vyjadfi jako integral diferencidlnich energii. Diferencidlni energie se
vyjadri jako diferencidlni sila (ndx) nasobena posunem (u)

dIT, =—undx, (101)
L
dIil, =— Iundx, (102)
0
L
L 3 L
M, =—n Judx =—n | Y adx=-n [ax+a,x* +agx’dx =
0 i=1 0
0
1, 1 5 1 4j
=-n| —gL +-a,l" +—a5L" |. 103
(2 N (103)

Celkova potencidlni energie
_ _ 12 2 3.2 23 3 4 9 o5
II=1II; +II, = EA| —a; L+ aa,L" +aagl” + —a5)L° + —aagl” + —agl
2 3 2 10
1 22,1 3.1 4)
-n|—a L +=-a,L" +=—a;L" |. 104
(2 i Rt 1% (104)

Minimum potencialni energie se urci jako nulovd hodnota prvnich derivaci podle vahovych koefici-
entll a; az as.

M _En ayl +a,l? +a,l® _in2-o, (105)
0y 2

ar_ EA(ale +fa2L3+§a3L4J—1nL3 =0, (106)
day, 3 2 3

ar_ EA(a1L3+§a2L4 +9a3|_5J—1nL4 =0. (107)
dag 2 5 4

Predchozi rovnice tvori soustavu rovnic
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2 3 142

L L° L |rg) |2

2 413 3,4 _J1.13
EA| L §L EL a p= gnL ,

3 3/4 9,5]||& 1,4

L EL gL 3 ZnL

jejiz reSenim je

N
17 EA’
1n
A=—"—o,
2 EA
a.3:0

EA 2 EA
Pfesné feseni

Geometrické, fyzikalni a statické podminky:

gy =U",
N = EAs,,
N'+n=0.

Z posledni rovnice vyjadfime
N :—Indx:—n _fdx:—nx+Cl.

Konstantu C; uré¢ime z okrajové podminky

N x=L =0,
C]_:nl_,
N =-nx+nL.

Z fyzikalni podminky vyjadfime &, a dosadime za normalovou silu

gnzﬁzl —-X+L .

Z geometrické podminky vyjadfime

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)
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2
u:Jandx+C2:%I—x+L dx+C2:%[—%+LxJ+C2. (114)

Konstantu C, uré¢ime z okrajové podminky nulového posunu v uloZeni
ux=0=0=C,=0.
Rovnice (1.95) je totoZna s feSenim Ritzovou metodou (rovnice 1.93).

Pozn.:

Obsahuji-li ndhradni funkce presné reseni, Ritzova metoda (obecné vSechny variacni metody) je
najde.

5.1.1. Obecna Gprava ireSeni Ritzovou metodou

Postup feSeni Ritzovou metodou Ize zobecnit a upravit nezavisle na zvolenych bazovych funkcich.

Bazovou funkci (premisténi)
n

u=> a;
i=1

derivujme

dU n ' n
U= = Davi | =aw (115)
=)

i=1

Potencialni energie vnitinich sil bude

2
n
= (v zdx:%ﬂzaiw;} . (116
L i=1

L

potencidlni energie vnéjsich sil

n
I, =-n Iudx:—n > aydx. (117)
L i=1
L
Minimum potencidlni energie se vypocita derivaci celkové potencidlni energie podle vahovych koe-
ficient(

oIl _ 5H| +6He _ 5H, n aHe

6aj 6aj aa.l Gaj

(118)
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Parcialni derivace potencidlni energie vnitinich sil (uplatni se pravidla pro derivaci slozené funkce)

oIt _ EA
22 i yidx= EAZa [t dx = Zaru, (119)
6a 2 i |
L
kde
j = fl//i'z//jdx. (120)
L

V pfedchozich vzorcich jsme uvazili skutecnost, Ze parcidlni derivace sou¢tu funkci a;y; + -+ +
ajp; + -+ aphy, podle a; je rovna ;. Zaroven plati, Ze integrace a derivace jsou podle jinych
proménnych a jsou tedy na sobé nezavislé.

Parcialni derivace potencidlni energie vnéjsich sil

ol
e - jwjdx:pj. (121)
aaj ;

Vzhledem k tomu, Ze musime provést derivace podle viech vahovych koeficientd a;, dostaneme
soustavu rovnic

h1 hj in ([ ol
it - Bj - Tin |N& =95 (122)
T e Ty oo T |80 Pn

Vratime-li se k predchozimu ptikladu, mizeme vycislit koeficienty levych stran

L L
hy = [pqpidx = [L-1dx=L,
0 0
L L
o =ty = [pipsix= [1-2xdx =7,
0 0

L L
ha =y = [yiwsdx = [1-3x°dx=13,
0 0

L L A
o = [wsppdx= [2x-2xdx=Z1°
0 0 3



36
L L 3
3 =3 = .[‘//él//édx = ,[ZX'3X2dX =§L4,
0 0

L L
s = [whwsdx = [3x* - 3xdx = 955,
0 0 5

Dale vycislime pravé strany

L L 1
pL= _[WldX: dex:—LZ,
0 0 2

L L 1
P2 = .[l//zdx = jXZdX =— L3,
0 0 3

L L L
ps = [yaix= [XPdx==1%,
0 0 4

Soustava rovnic a jeji feSeni pak je zcela stejné jako v predchozim pripadé.

PRIKLAD 12:

Ohybany prut podle obrdzku feste Ritzovou F
metodou. Jako nahradni funkce volte x

2 ‘ -
yr=X"+Cy, (123)

L2 L4 | L4
V:

s =x"+Cs, (125) Obrézek 18: Ritzova metoda - ohybany prut
Wy =X +CyX. (126)

Zanedbejte vliv posouvajicich sil na potencialni energii. Priklad feste pro tyto hodnoty:
L=4m,F =100kN,E = 210 GPa, I = 21,4+ 10~% m? (1200).

RESENi:

Nahradni funkce musi splfiovat okrajové podminky

w x=-L/2 =0, w x=L/2 =0.

Konstanty funkci po dosazeni a vyjadreni vychazi

C1=—L2/4, (127)
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C,=-1%/4, (128)
C;=-L%/16, (129)
C,=-L%/16. (130)

Potom ndahradni funkce a jejich derivace jsou

yy =x2 —12/4, wi=2x, =2, (131)
=x> - 12/4x, 1 =3x% —L?/4, wh =6X, (132)
V2 V2 2
=x*—L%/16, L =4x3, wh =12x2, (133)
V3 V3 3
wa =% —L*/16x, wy =5x* —L4/16, wh =20x°. (134)

Statické, geometrické a fyzikdlni podminky ohybaného prutu:
Statické podminky:

V'+q=0,

M=V +m=0

Geometrické podminky:

& =W+og,

Em=¢ .

Fyzikalni podminky:

V =GA.g,,

M =Elg,.

Za predpokladu zanedbani vlivu posouvajicich sil na priihyb nosniku bude platit
& =0>W=—p.

Pfedpoklad nulového zkoseni by vedl k nulové posouvajici sile. Proto tento predpoklad doplfime
nekonecné velkou smykovou tuhosti

GA, =,
potom posouvajici sila bude

V =GAx =x-0,
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coz je matematicky neurcity vyraz, ktery umoznuje libovolnou hodnotu posouvajici sily odpovidajici
statickym podminkam.

Potencialni energie vnitfnich sil:

0

/_/%

IT; 1 IVngx+ IMgmdx :ﬂjg%dx:ﬂj¢’ de:ﬂj -w’ de:ﬂfw” 2dx  (135)
2 2 2 2 2

L L L L L L
Potencialni energie vnéjsich sil:
I, =—Fw x=L/4 . (136)
Minimum potencialni energie:
oIl oI, oIy
A P N =0, 137
da; oa; 0a; E i (137)

Koeficienty - leva strana soustavy:

rj =rj =El Izy{’w’fdx, proi=1..4a j=1..4.
L

L/2
hy=El [ 2-20x=El 4 x E/LZ/Z — 4EIL,
/2
L/2 L/2
hp =ty =El [ 2-6xdx=El ~6[x2]{_/2 =0,
L2
L/2
L/2
fa=T =El [ 2:12x%dx=El -S[Xslf_/z = 2EIL3,
L2
L/2 L/2
fa =ty =El [ 2.20%dx=El .s[x“}_/uz -0,
)2
L/2 L/2
rp=El [ 6x-6xix=El -12[x3] 2 _zmne,
U L2
L/2 L/2
=ty =El | 6x-12x°dx=El -18[X4] 2 o,
)2 —L/2
L/2

L/2
o =1y =El [ 6x-20x°dx=El -24[x5l/u2 =3Ens,

/2 2
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L/2 L/2
fyq = EI juﬁ&m&n:agﬁbﬂ/ ks,
-L/2 5 425
L/2 L/2
@4=QS=E|jjz%.mm%x:EL%@{er/ =0,
e 6 L2
L/2 L/2
r44 = El jmemn%x=afg{ﬂ}/ _g 20 7By
U 7L 2" T 764 28

Koeficienty — prava strana soustavy:

pj=F-y; x=L/4 ,pro j=1...4. (138)

4 5 4
m:Fﬁ—Lx:F Ej—Lkz—iiﬁ.
1024

- . 3

4L 218 — 2|2
0 0 T
0 3% o S5 [a 3 3
2 a 64
El 9 : -F (139)
22 0 ZI° 0 ||a 15 4
5 a, 256
0o 35 o By _ 15 s
L 2 28 | 1024

Dosadime-li do koeficientd zadané hodnoty rozpéti, zatizeni, momentu setrvacnosti a modulu
pruznosti dostaneme soustavu rovnic
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71,904 0 57523 0 (& -0,3

s/ 0 8628 0  69028||a, 6103
0 -10 . (140)

57523 0 82833 0 ||ag 15

0 69028 0 65741 ||a, 15

VyfeSenim soustavy rovnic dostaneme ,vahové“ koeficienty.

a, =—0,00612796,
a, =—0,00103219,
as =0,00024447 ,
a, =0,0008556 .

Pribéhy funkci jsou zobrazeny na nasledujicich obrazcich.

Hodnota [-]

Obrazek 19: Prabéhy nahradnich funkci
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X [m]

—Riz N /L

-=-=--Pfesné
reSeni

-------- 0,026 b

Obrazek 20: Prihyb, srovnani pfresného feseni s Ritzovou metodou

Obrazek 21: Pootoceni, srovnani pfesného reseni s Ritzovou metodou

x [m]
2 4 A0y 1 2
E
Z
=
k=
Q
E
o
E
2
2
> ----Pfesné 60~
(@) feseni 79
___________________________________ 80

Obrazek 22: Pribéh ohybovych moment(, srovnani presného feseni s Ritzovou metodou
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--------------------------------------------

2 2 7 i
| | 1 |
E E ! E
4 " | 2
E -: |
= | | |
@ e NG
G —Ritz |
2 : :
T 804 0 TTTTONTT
3 -=-=-Pfesné 80 | |
2 feseni | |
o | | ' 1
o T I 120 Y
X [m]

Obrazek 23: Prlibéh posouvajicich sil, srovnani pfesného feseni s Ritzovou metodou

Jak je vidét z prabéhd jednotlivych velicin, nejvétsi presnosti bylo dosazeno u prihybu a pootoceni,
v pfipadé ohybovych momentl presnost klesa a posouvajici sily jsou vyjadreny pouze ptiblizné. Lze
ucinit zavér, ze nejvétsi presnosti je dosazeno u veliciny, ktera pfimo vstupuje do vztahu pro poten-
cidlni energii, tj. u prahybu. Ostatni veliciny, které jsou z prihybu odvozeny postupnym derivovanim,
vykazuji rostouci chybu. Nejvétsi chyba je tedy u pribéhu posouvajicich sil.

PRIiK1.AD 13:
/’ﬂ
Prosty nosnik zatiZzeny spojitym rovnomérnym zatizenim ¥ l X
reste Ritzovou metodou. Jako nahradni funkci zvolte N -
i N
. X
W =smT (141) L

ol _— - . z
Vykreslete pribéhy viech statickych veli¢in a porovnejte

S presnym resenim. Obrézek 24: Ritzova metoda, prosty

nosnik zatizeny spojitym rovnomérnym

Zanedbejte vliv posouvajicich sil na potencialni energii. P
zatizenim

Ptiklad feste pro tyto hodnoty:

L=6m, q=8kN/m, E=210GPa, | =21,4-10"°m* (1200).

RESEN:

Vzorec pro potencialni energii vnitinich sil byl odvozen v predchozim pfikladu

0
IT; :% .[stdx+ ngmdx :E?.[gr%dx:—.[go’ 2dx:%j—w” de:%jw” 2 dx
L L L L

Potencialni energie vnéjsich sil

Odvodi se z energie diferencidlniho bfemene
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dF =qdx, (142)
dIl, =—dFw=—qdxw; (143)
po integraci
L
I, = - [qwdx. (144)
0

Pro feSeni budeme potiebovat derivace ndhradni funkce

l//l=SiﬂﬂTX, Wl =—C0S—, yq =——sin—. (145)

Odvodime jednotlivé koeficienty (jeden pro levou ajeden pro pravou stranu). Odvozeni je opét
uvedeno v predchozim ptikladu.

hj =rji =El J.l//i"l//'j'dX, proi=1la j=1.
L

L 2 2 L 4 4 L
=l || -ZsinZ2 || -2 sin®X |dx=E1 | Z-sin2 2 ax =1 Z- X_ L GinaZy]
12 L 12 L L4 L 4|2 4z L
0 0 0
4 4 4
T = Lo lgn2Zi|-olee1 Z —0-m1 2, (146)
42 42 L 23 213
L
pj = faydx, pro j=1, (147)
0
L X L X -
plzquin—dx:q—[—cos—} , (148)
L T L o
0
,olz—qL -1-1 =2q£. (149)
T T
Soustava rovnic se redukuje na jedinou rovnici
1-8& =01, (150)
4
El”—3al=2q£, (151)
2L 4
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4qL?
8 = 0. (152)
7 El
Funkce prihybu je
4qLt
W:alz//lzg—smﬂ—x. (153)
7 El L

Porovnejme nyni presné feseni prihybu a toto priblizné reseni; samoziejmé v ramci pfijatych pred-
pokladd, tj. zejména zanedbdni vlivu posouvajicich sil. Dosadime-li za x polovinu rozpéti L/2 dos-

taneme

4 4
W(szj: 4?" sinZ = 42" . (154)
2) x’El 2 7°El

coz je pruhyb uprostied rozpéti. Vyjadiime-li koeficient

15 =0,013071,

V/a

dostaneme
4
W(X:%j =0, 013071%. (155)

Srovndme-li se zndmym vzorcem, dostaneme

4 4
wlx=5]=2 95 g 01302095 (156)
2 )" 384 EI El

Zjistime, Ze rozdil v nejvétsim prahybu je minimaini.
Dosazenim do geometrické podminky dostaneme funkci pootoceni

3
f=— 4?; cos”—LX. (157)
T

PouZitim geometrické a fyzikalni podminky dostaneme funkci ohybového momentu

4qL2 X

M :Elgm :E|¢,:—35inT. (158)
T

Uplatnénim momentové statické podminky dostaneme funkci posouvajici sily

V =——cos— (159)



a konec¢né dosazenim do silové statické podminky rovnovahy dostaneme funkci zatizeni

q:—V'=4—qsin”—X.
T L
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Pribéhy sledovanych veli¢in ukazuji grafy.

0
0,005
0,01
0,015

0,02

Prihyb [m]

0,025
0,03

0,035

__________________________________________________________________________________

Obrazek 25: Prihyb, srovnani presného feseni s Ritzovou metodou

0,02
0,015
0,01
0,005
0

-0,005

Pootoceni [-]

-0,01
-0,015

-0,02

= = Pootocleni - pfesné

Pootodeni - Ritz

Obrazek 26: Pootoceni, srovnani presného reseni s Ritzovou metodou

(160)
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x [m]
0 1 2 3 4 5 6

0 ‘
AT N —
£ i | = = Ohybovy moment 3 ’
210 N\ ybovy ey
ﬁ \ ! I - presne I
2 15 W ! i w4
s \ = ——Ohybovymoment /|
g 20 | N -Ritz ,{ ,,,,,,,,,,,,,
£ N 1 ' ' 3
.; 25 1 |
8
= 30
IS

35 e R T T

40 b S R, |

o

= = Posouvajici sila - pfesné

0 fre —

3 3 Posouvajici sila - Ritz ‘
10 e TR — —

Posouvajici sila [kN]
o

L2y L
ol o —
-.E.. 8 pPp—m———— 4- ------ —B e ——— -
= 5
= ! ! ‘
S 6| = = Spojité zatizeni- N ]
£ piesné
[1}] 4 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
= - P A ’
£ | Spojité zatizeni - |
2 |t Ritz
0
0 1 2 3 4 5 6

X [m]

Obrazek 29: Spojité zatizeni, srovnani pavodniho a odvozeného zatiZeni prostfednictvim rfeseni
Ritzovou metodou
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5.2. Metoda konec¢nych prvki

Je jednou z variacnich metod. Rozdilem oproti Ritzové metodé jsou bazové funkce platné pouze na
malé casti konstrukce- konecném prvku. Zatimco zpocdtku nezndmé soucinitele maji v pfipadé
Ritzovy metody pouze vyznam vahy, v metodé konecnych prvkl maji konkrétni fyzikalni vyznam
uzlovych pfemisténi (posunl nebo pootoceni). Pravé hodnoty v uzlech jsou predmétem feseni
soustavy rovnic. Metoda konecnych prvkd predpoklada pocitacové zpracovani kvili velkému poctu
numerickych operaci.

5.2.1. Prutovy prvek tah - tlak

PRIKLAD 13:
Odvodte prutovy konecény prvek tah — tlak.
RESENI:

Jednd se vlastné o prihradovy prvek, jehoz jedinou

vnitfni silou je sila normalova. Jediné premisténi je  a b
podélny (osovy) posun. Pro fesSeni rekapitulujme < &<
statické, geometrické a fyzikdlni podminky: | 1y, | i,
Staticka podminka je L
N'+n=0, (161) Obrazek 30: MKP prvek tah - tlak, parametry
geometricka podminka
&n =V’ (162)
A fyzikdIni podminka
N =EAg,. (163)
Potencialni energie vnitrnich sil se redukuje na
L L L

1 EA EA
Hi:—INgndx:—fgn 2dx:—J‘u’zdx. (164)

2 0 2 0 2 0

Potencialni energie vnéjsich sil zavisi na druhu zatiZzeni. Zde uvedme pouze pripad uzlového zatizeni
He = —Raua - Rbub . (165)
Uzlové parametry jsou osové posuny U, a U, . Nahradni funkci posunu zvolme nasledovné

U=Ug+UX, (166)
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Kde uy a u; jsou neznamé parametry, které urcime z okrajovych podminek

ux=0 =u,=Uy=U, a (167)

U, —U
ux=L =u,=u = bL a, (168)

V tomto pfipadé uréeni okrajovych podminek vede na dvé rovnice, jejichZ feSeni je triviadlni, v obec-

ném pfipadé vede na soustavu linearnich rovnic. Nahradni funkce po dosazeni za koeficienty u, a u;

je

Uy —Ua
L

U=u, + X. (169)
Pro ndhradni funkce plati, Ze pocet neznamych koeficientdl musi byt stejny jako pocet okrajovych
podminek. V tomto pfipadé pro dva neznamé koeficienty uy a u; mame dva posuny v uzlech (okra-

jové podminky) uga uy.
Do vyrazu pro potencialni energii potfebujeme prvni derivaci posunu

w=1b_Y (170)
L L

Dosadime-li do vyrazu pro potencialni energii, dostaneme

L

2
;= EA (u_b_u_aJ ax=EA EA 2

L
2 2 2
; =—— U5 —2U,U, +U dx=— u$ —2u,u, +us . 171
i 2 L L 2L2 b a“b a J oL b a“b a ( )
0

Potencialni energie vnéjsich sil jiz uzlové posuny obsahuje a neni tfeba provadét Zzadné nahrazeni.

Vyraz pro potencidlni energii vnitfnich sil obsahuje prifezovou a materidlovou charakteristiku, délku
prutu a uzlové parametry. Prifezové a materidlové charakteristiky, stejné jako délka prutu jsou
konstanty, hodnota potencialni energie, a to vnéjsich i vnitfnich sil, se méni pouze v zavislosti na
uzlovych posunech. Pfi hleddni minima potencialni energie je tfeba derivovat pravé podle uzlovych
parametrd. Prvni derivace se poloZi rovny nule.

oIl oIl oll, EA

— =1y =— 2u,+2u, —R, =0, 172
ou, ou, ou, 2L o e e 172

a_H:%JFaHe :& 2u, —2u, —R, =0. (173)
ou, ou, odu, 2L

Maticové zapsano:

— = . (174)
L{-1 1 Up Rb
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Symbolicky zapis:
KeAe =1, (175)

Kde K, se nazyvd matici tuhosti prvku, A, je vektor uzlovych parametrd (pfemisténi) a r, je vektor

uzlovych sil. ZapisSeme-li vyraz pro potencialni energii deformace (1.153) pomoci téchto symbol(,

dostaneme
1
11, :EAZ K, A, . (176)
12 22 21

Po provedeni predepsanych operaci dostaneme zpétné vyraz (1.153). Potencidlni energie zlstava
stale Cislem.

5.2.2. Odvozeni prutového MKP prvku tah-tlak maticové

Odvozeni pomoci maticového poctu se muze v pfipadé nejjednodussiho prvku MKP zdat kontrapro-
duktivni, uplatnéni tohoto pfistupu pro komplikovanéjsi typy prvkd vsak velmi zprehledni a zjedno-
dusi odvozeni.

Pfedpokladame stejnou nahradni funkci (166) jako v predchozim odvozeni. NapiSme ji maticové

u=Ma, (177)
kde
u=u x , (178)

je vektor posunuti, v tomto pfipadé o jednom clenu,
M=1 x, (179)

je funkcni matice (v tomto jednoduchém pripadé pouze o jednom fadku); aje vektor neznamych
parametrd

a=a T (180)

Dale definujme vektor uzlovych parametri

Ao= Uy Uy . (181)

Dosazeni okrajovych podminek do funkce posunuti symbolicky zapiSeme jako
A =Sa, (182)

kde matice S je
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i
S= . (183)
1L

Vektor avypocitame ze vztahu (183)
a=S"A, (184)
a dostaneme

U 1 0 U Uy

{0}: 11 {a}z Uy — U, (185)

Uy —— —||Up
L L L

Funkce posunuti se bude rovnat
u=MSA,. (186)

Ve funkciondlu pro potencidlni energii vystupuje prvni derivace posunu podle x. Ve vztahu (186) to
znamena derivovat matici M . Dostaneme

U =g, =MS?A, =BA,, (187)

kde

M=0 1 a (188)

B:{—l 1] (189)
L L

Vyraz pro potencialni energii (164) upravime:

EA 14 14 o 14
I =— [u 2dx== [uTEAUdx = = [ATSTTMTEAMS A dx = = [ATBTEABA dx (190)
1 2 2 2 e e 2 e e

0 0 0

O

V pfedchozim vyrazu jsme poutili pravidlo, Ze ndsobek matic je po transpozici ndsobek transponova-
nych matic v opaéném poradi.

Vyraz za integralem (190) vpravo je po provedeni naznacenych operaci stale Cislo a dokonce plati, ze
v pfipadé prutového prvku tah-tlak jsou veskeré matice a vektory nezavislé na x. MiZeme tedy psat

L
I = %AZS”MT EA [dxMS A, = %Al B'EALBA, = %AeTKeAe : (191)
0

V pfedchozim vyraze jsme uvazili, Ze integral po délce prvku dx je roven délce prvku L. Matici tu-
hosti mGzeme napsat jako
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K,=S"M'EALMS ' =BTEALB.

Po provedeni naznacenych operaci, dostaneme

1 -1
« EA[L 1)
L|-1 1

coz je stejna matice jako ve vzorci (174).

(192)

(193)

Pro dobré pochopeni celého odvozeni doporuduji Etenati provést dosazeni a vyjadrit vesSkeré matico-

vé operace.

PRIKLAD 14:

Reste zadanou konstrukci metodou koneénych prvkd. Sestavte vyraz pro

potencialni energii, minimalizujte jej, vypoctéte neznamé posuny, mini-

mum potencidlni energie a vnitini sily. Dosadte:

EA =1,0-108 N, EA, =1,5-10° N, EA;=2,0-10° N

F =100 kN.
RESENI:

Sestavime matice tuhosti jednotlivych prvki

1 1 1
Ke'leL_Al{l 1}:1’0'108[1 1}'
|-

K,—ERll 1) 3 el 1
T B O I R T

K _EA 1 - :3.108 1 _1.
BT L1 1 37 |11

(194)

(195)

(196)

X1

EA] i
Fyli

EA,

EA;

Obrazek 31: Priklad 14 -
zadani

Celkova potencialni energie konstrukce je souctem potencidlni energie deformace vsech prvki

a potencidlni energie zatizeni
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IT; :%{1,0108 u12 —2UU, +u§ +%-108 u% —2U,U3 +u§ +§-108 u§ —2U3Uy, +u§ } (197)

Po roznasobeni a dosazeni okrajovych podminek (u; =0,

us =0) dostaneme )
-73,913 kN
1, 4(7 , 3 17 or
IT; ==10"<—u5 —=UylU3 +—U3 ;. 198
= {4 25Ul + 3} (198) Hﬂ 26,087 kN
Potencidlni energie zatiZeni se vypocte jednoduse jako 73913 kN B
|
e =—F-us. (199) 2]
26,087 kN )
Celkova potenciélni energie (3 ! 3
: -26,087 kN
H:Hi+ne=1108 Zu§—§u2u3+£u§ ~F-u,. (200) |
2 4 2 12 E |
|
|
Hleddme-li minimum, derivujeme podle uzlovych paramet- :
r(, které jsou v rovnici jediné proménné. Ziskané rovnice 4 !
polozime rovny nule Y ]L_76 087 kN
o _ 1108u2 _§108u3 ~100000=0, (201) Obrazek 32: Priklad 14, uzlové sily
ou, 4 4
ar_ —Elogu2 +£u3 =0. (202)
ous 4 12
Maticové zapsano
7 3
4 4 l[u 100000
108 4 4l2ls . (203)
3 17 lwf | o
4 12
Redeni soustavy (v metrech), véetné pfedem znadmych posund, je
Uy 0
Us 0,000739
U = = . (204)
Ug 0,000391
Uy 0

Dosadime-li ziskané posuny do rovnice pro potencialni energii, dostaneme
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I1=-36,957J.

vétsi, jak si mUZe ¢tenar snadno ovéfit.
Dosadime-li zpétné do zakladni rovnice prutu 73,913 kN

Kele =T 73,913 kN

dostaneme uzlové sily (r,). Jsou to sily, kterymi na prvek pusobi

Pokud jakkoliv zménime posuny, bude celkova potencialni energie +
[h 73,913 kN

okolni konstrukce, at uz to jsou okolni prvky, zatizeni nebo reakce

v podporach. V ptipadé prutovych prvkl jsou uzlové sily totoiné
R L 23013 v | | EE100KN
s koncovymi ucinky zndmymi z deformaéni metody. /3,740 KV

@

1 -1 U =0 26,087 kN
r,; =1,0-10° !
* -1 1 ||u, =0,000739

20,087 kKN
RI| (-73913
re,l = 2 = ’ (205)
r2[ | 73913 26,087 kN
2 N
- 3 108 1 -1||{u,=0,000739 (3 26,087 kN
“274 77 -1 1 ||u3=0,000391
26,087 kKN
Ry| (26087 26,087 kN
e2 =9 5= , (206)
R3 [ |-26087
o[ 1 —1](us =0,000391 26,087 kN
I’e 3 :1, 0 10
’ -1 1 u, =0 @ 20,087 kN
R3] [ 26087
fe3= . (207) S
37 R4 [ |-26087
Uzlové sily vyjadfuji pGsobeni styCnikli na prut ajsou na kazdém Obrazek 33: Priklad 14,
prvku v rovnovaze. Sily, kterymi piisobi prut na styéniky, jsou stejné rovnovaha ve styCnicich

velké avsak opacného smyslu. Vyjadfuji plsobeni ,okoli“ na uzel,
stejné jako reakce nebo zatiZzeni. Kontrola rovnovahy na stycnicich je na obrazku, kde podtriené sily
vyjadruji plisobeni ,,okoli“ na sty¢nik (prutq, zatizeni a reakci). NepodtrZzené jsou uzlové sily.

5.2.3. Vypocet vnitinich sil pro prutovy prvek tah - tlak

Z fyzikdlni (163) a geometrické podminky (162) odvodime

N = EAg, = EAU’ (208)
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Dosadme do predchozi rovnice z (170) a dostaneme

N = EA[”—b—”—3] (209)
L L

Nebo je mozno postupovat maticové a vyjadfit
N = EAP'S™A, (210)

Rozndsobenim dojdeme ke (209).

Normalova sila prvku tah — tlak je konstantni po délce prutu. Tento prvek neumozniuje vyjadfit zménu
vnitfni sily po délce prvku. Je to ddno nahradni funkci, kterd je linedrni.

PRIKLAD 15:
Vypoctéte vnitini sily prutd z prikladu 14.
RESENI:

Pro feseni se pouziji rovnice odvozené v predchozim oddile.

N, =73,913kN, (211)
N, =-26,087kN, (212)
N3 =-26,087KkN . (213)
5.2.4. Plosny prvek T6

PRIKLAD 16:
Odvodte sténovy prvek podle obrazku.
RESEN:

Y i)
|
|
|
|
Prvek bude odvozen za predpokladu konstantni tloustky |
|

a materialovych vlastnosti po celé plose prvku.

y P plose p k(0, 0) oy
Na zacatku rekapitulujme statické, geometrické a fyzikalni i, 33)
podminky: S

Obrazek 34: Prvek T6
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Statické podminky':

0
0oy Ty _0, (214)
ox oy
0 0
AL ARV (215)
oy o

Geometrické podminky:

&y =%I>J<’ (216)

gy :2—\’, (217)
Yy

Vxy :%‘H%. (218)

Fyzikalni podminky:

V pripadé stény jsou mozné dvé varianty — rovinna napjatost a rovinna deformace. FyzikdIni podmin-
ky pro rovinnou napjatost jsou

Oy 1 v 0 ||g
E
oy = 5|V 1 0 gy (219)
1-v 1
Tyy 00 Ve
2
A pro rovinnou deformaci
Oy £ 1-v v 0 &y
y(= 1-v 0 gy (220)
1+v 1-2v )
Txy o o =%|l&

Geometrii prvku ukazuje Obrazek 34. Prvek je trojuzlovy, pro snadnéjsi odvozeni vloZzime pocatek
soufadnic do uzlu k. Vkazdém uzlu jsou dva stupné volnosti — posun ve sméru X aposun ve
sméru Y. Celkem tedy existuji 3 okrajové podminky pro funkci posunu ve sméru osy X a tfi podmin-

ky ve sméru osy Y. To znamen3, Ze pro kazdy smér je mozno pouzit polynom se tfemi neznamymi:

! Pfedpoklada se véta o vzajemnosti smykovych napéti, Tyy = Tyx
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uXy =aqyt+taxXx+ayy

. (221)
V X,y =by+bx+by
Maticoveé vyjadreno u=Ma,
EL)
&
u 1 x 0 0 0}|a
= y 21 (222)
v 0 001 x yllb
by
b,
Dosazeni okrajovych podminek
Dosadime-li do ndhradnich funkci soufadnice uzlQ, vysledkem musi byt uzlové parametry
Ui =8 + X +ayY;
Vi =by +byx; +byY;
U: =ag+X;: +ayY;
j =9 +&X; 2Yj (223)
Vj:b0+blxj+bZYj
U =3ag
Vk:bo
Pfedchozi rovnice zapiSme maticové, jako Sa=A,
_1 Xi yi 0 O O— aO Ui
0 0 0 1 X Villy Vi
1 x; y; 0 0 O0||a u;
J J 2| _ J (224)
0 0 1 X5 yjllbo Vj
1.0 0 0 0 Of{b| |u
0 0 0 1 0 O0]lb) |y

Matice S vyjadfuje zapsané souradnice uzld, zavislé na konkrétnim prvku. Pro dalsi odvozeni potre-

bujeme vyjadrit inverzni matici S_l, abychom ziskali vztah pro nezndmé koeficienty a a tim vyjadfili
funkce posunl pomoci uzlovych parametrud

a=S"A,, (225)
u=Ms"A, (226)

Matici S neni tfeba explicitné vyjadfovat pfi odvozeni, u slozitéjsich typd prvkd to ostatné ani neni
mozné. V pripadé prvku T6 to mozZné je. Préci si podstatné usnadnime, rozdélime-li matici S na dvé
samostatné matice, zvlast pro posun u a zvlast pro posun v podle rovnice
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Sa=u. (227)

Po rozepsani a dosazeni ag =u, a by =V, dostaneme (pro posun u)

X : Ui —u
i Yi {ao}: i k . (228)
Xio Yiflaa) (Y~
Obdobny vztah bychom dostali i pro posun v (koeficienty b, a b;). ReSeni soustavy (228) je

Uiy Ui +Uc Y Y

a =h =
YiXj =YX
, (229)
UiXi —U;iX: +U X —X;
a, sz _ i jN k M j
YiXj =YX
Maticové vyjadreno:
[0 0 0 0 1 0 |
i o Ji 9 i~V 0
J J J
N9 &g ATA
sto| J J (230)
0 0 0 0 1
o b oo ¥ o YiTh
J J J
o N o X% o AZX
L J J J
kde
J= inj _iji .
Vyjadreni funkci posund pomoci uzlovych parametri
u=MS"A, =NA, (231)

Matice N neni uvedena, jeji odvozeni neni sloZité a pro dalsi postup neni podstatné.
Geometrické podminky

Geometrické podminky je moZno zapsat pomoci operatorové matice G :
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S
e oX
X a u
gy =0 E{V} (232)
™) 1o o
Loy ox

Symbolicky vyjadfeno
£=Gu=GMS A, =GNA, =BA, . (233)

Podle rovnice (233) je mozné dvoiji vyjadreni pomérnych deformaci. Bud' derivovanim z nahradnich
funkci nebo derivovanim matice M. V ostatnich maticich a vektorech jsou obsazeny pouze konstanty
(vzhledem k proménnym X a y).

Derivovanim nahradnich funkci (221) dostaneme

Ex =9
gy = b, . (234)
Vxy =@yt by

Matici B potom snadno vyjadiime z matice S pomoci vztahu (225)

Y 0 Yi Yi=¥% 0 u?

J J J Vi

Ex X: X: X —X: ||u
e,r=| 0 20 SO0 I PR (235)

J 3y

Pl Y 6w XX VitV

R AN Il

Fyzikalni podminky

6 =Dz =DBA, . (236)

Matice D je matice tuhosti materidlu, pficemz je mozné dosadit vztahy pro rovinnou napjatost nebo
rovinnou deformaci. Explicitni vyjadireni bude provedeno az v ptikladu pro konkrétni Cisla.

Potencialni energie vnitinich sil

Potencialni energie vnitrnich sil jednoho prvku

m, -+ [&Tedv = L [e"odA. (237)
’ 2V 2 A
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V pfedchozim vzorci bylo pouzito vyjadieni objemu jako plochy nasobené tloustkou. To umoziuje
predpoklad konstantni tloustky po plose prvku.

Pro transpozici vektoru pomérnych pretvoreni £ pouzijeme matematické pravidlo, Zze v soucinu je
tfeba vSechny vektory a matice transponovat a obratit jejich poradi. Potencialni energie se potom
vyjadri

1

M=t [AIBTDBAdA. (238)
A

Vektory uzlovych parametr( jsou vZdy na soufadnicich X a y nezavislé, proto lze potencialni energii

vyjadrit
T, = %tAeT [BTDBdAA, . (239)
A

Matice B je nezdvisld na souradnicich x a y, stejné jako matice tuhosti materidlu D . Za integralem

potom zlstane pouze dA, co? je plocha prvku.

Hi,ezlm,} B' D B AA, (240)

16 63 33 36 41

Ackoliv se zda predchozi vztah komplikovany, je dobré si uvédomit, Ze jeho vysledkem je Cislo —
potencialni energie vyjadrend v Joulech, jak je vidét ze vzorce (240).

Jednoduseji se da potencidlni energie vnitfnich sil jednoho prvku vyjadfit pomoci matice tuhosti
prvku

1

1_Ii,e = EAgme ’ (241)

kde

K =t j B'DBdA=tB"DBA (242)
A

je matice tuhosti prvku typu (6,6).
Potencialni energie vnéjsich sil

Potencidlni energii vnéjsich sil mGzeme pro kazdy ptipad vyjadfit jako soucin plsobici uzlové sily a
posunu pfislusného uzlu v pfislusSném sméru — uzlového parametru. Maticové vyjadieno

.
1, =—A]F,, (243)

kde F, je vektor uzlovych zatéZujicich sil.
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Minimum potencialni energie

Potencialni energie konstrukce je tvofena souctem potencialni energie vSech element( a veskerych
vnéjsich sil. Jeji extrém se nalezne pomoci derivaci podle viech uzlovych parametrd. Symbolicky

zapsano

%:%+%=KA—F:O (244)
5.2.5. Aplikace prvku T6

PRIKLAD 17:

Pomoci prvku odvozeného prvku T6 feste sténu podle obrazku. Tloustka stény je 0,2 m, modul pruz-
nosti E=30GPa, soucinitel pficné kontrakce v=0,2. ZatéZovaci sily maji velikost F =1000 kN
a F, =500kN.

F
)%
A4 \ & 6 fj’
(1) 3
g
R
7 5 3;

| 1 m 1 m \

Obrazek 35: Sténa - zadani pfikladu, diskretizace
RESENI:
Matice tuhosti prvki

Matice tuhosti prvkl 1 a 3 jsou stejné. Pro prvky 2 a 4 plati totéz (prvky maji stejnou polohu — v ma-
tici tuhosti figuruji pouze rozdily két jednotlivych uzl(, proto nezalezi na konkrétni poloze vyjadrené
v soufadnicich x a y.

Pro vSechny prvky plati stejna matice tuhosti materidlu (vzhledem k charakteru dlohy uvazujeme
rovinnou napjatost)

1 v 0 1 02 0
v 1 0 =3125-10°(0,2 1 0 |. (245)
0 0 051-v 0 0 04

E

D=
1-1?
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Matice tuhosti prvki 1 a 3

Souradny systém umistime podle obrdzku 33. Pro prvek 1 bude
platit, Ze i=4, j=5 a k=1. Pro prvek 3 bude platit i=5,
j=6ak=2.

Jmenovatel pro matici B

J= inj _iji =1.1-1-0=1. (246)

Plocha prvku je 0,5 mz, tloustka prvku 0,2 m. Podle rovnice

(242) se matice tuhosti vypocte soucinem

K =tB"DBA=
c1 0 1]
0 1 -1
Lo 1 02 01]-1 0 10 0O
-3,125-10°. " o0 1 02 1 010 1 00 O
0 0 04/1 -10 1 -1
0 0 -1
0 -1 0]

Konstanta pred maticovym soucdinem vznikla vynasobenim konstanty pfed matici tuhosti materialu

(245) plochou prvku a tloustkou. Dostaneme

(1,4 -06 -1 04 -04 02 ]
-006 14 02 -04 04 -1
9| -1 0,2 1 0 0 -02
K;=K3=3125-10
04 -04 O 0,4 -04 O
-0,4 0,4 0 -04 04 0
102 -1 02 0 0 1 |
Sestavme jesté vektory uzlovych parametri
T
Al = U4 V4 U5 V5 ul Vl ) (249)
T
A3 = U5 V5 U6 V6 U2 V2 . (250)

Matice tuhosti prvki 2 a 4

Soutadny systém umistime podle obrazku 34. Pro prvek
2 bude platit, Ze i=5, j=2 a k=1. Pro prvek 4 bude platit
i=6, j=3ak=2.

(L)

Obrazek 36: Prvek1a 3

0
-1
0

(247)

(248)
b
, i(1,1)
X
k(0,0) j(1,0)

Obrazek 37: Prvek 2 a 4
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Vypocteme podobné jako predchozi. Jmenovatel

Plocha a tloustka prvk( jsou stejné jako v pfedchozim ptipa-dé, matice B se pfirozené lisi.

K =tB"DBA=
[0 0 1]
0 10 1 02 0100 1 O 1 0
o1 0 -1 ’ (252)
=3,125-10" - 0 11 0,2 1 ofo 1 0 -1 0 O
0 0O 041 0 -1 1 0 -1
-1 0 O
10 0 -1]
Po provedeni naznacenych operaci dostaneme
[ 0,4 0 -04 04 0 -04]
0 1 02 -1 -0,2 O
9/-0,4 02 14 06 -1 04
K, =K, =3125-10 (253)
004 -1 06 14 02 -04
0o -02 -1 0,2 1 0
|1-0,4 O 04 -04 O 0,4 |
Sestavme nyni vektory uzlovych parametrd
T
T
A4: U6 V6 U3 V3 U2 V2 . (255)

Sestaveni soustavy rovnic

V pfedchozim textu bylo ukdzano sestaveni soustavy rovnic pro jednoduchy pfipad. Nyni ukazme
postup v ponékud komplikovanéjsim pfikladu.

Definujme vektor uzlovych pfemisténi pro celou tlohu

A= U V; Uy Vo, Uz V3 Uy Vg U Vg Ug V6T. (256)
Kazdému posunu pfifradme kédové Cislo, ziskame tak vektor kddovych Cisel

L=12 3 4567891011 127, (257)
To znamen3, ze

b =Lv=2,u,=3V,=4,U3=5V3=6,U;=7,V, =8,U5 =9,V5 =10, ug =11, vz =12. (258)



Nyni sestavme vektory kddovych &isel pro jednotlivé prvky

9 10

7 8

14 -0,6

0,6 14

-1 02

K,=K;=312510°

0,4 -0,4

-0,4 0,4

102 -1

63

Blize matice jsou kédova Cisla pro prvek 1, vnéjsi jsou kddova cisla prvku 3.

Pro prvky 2 a 4 bude platit

11 12
9 10
04 0
0o 1
-0,4 0,2
K,=K,=3125-10°
04 -1
-0 -0,2
0,4 0

11 12 3 4
9 10 1 2
-1 04 -04 021709
0,2 -0,4 04 -1 |8 10
1 0 0 -0,2|911
(259)
0 0,4 -0,4 0 [1012
0O -04 04 0 |13
-0,2 0 0 1 |24
5 6 3 4
3 4 1 2.
-0,4 0,4 0 -0,4 |9 11
0,2 -1 -0,2 0 |w012
14 -06 -1 04|35
(260)
-0,6 14 0,2 -0,4|4 6
-1 0,2 1 0 |13
004 04 O 0,4 )24

Blize matice jsou kédova Cisla pro prvek 2, vnéjsi jsou kddova cisla prvku 4.

Pro sestaveni matice tuhosti konstrukce vyuZijeme kédova cisla — urcuji fadek a sloupec v matici tu-
hosti konstrukce, na kterd se se pficte prislusny ¢len matice tuhosti prvku. V nasledujici rovnici jsou
barevné odliseny matice tuhosti jednotlivych prvk(. Prvek 1 cerné, prvek 2 zelené, 3 Cervené a 4
modre. Pfipsana jsou ikddova Cisla. Z prostorovych dlvodl je matice napsdna ponékud mensim

fontem.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
04 0 04 04 0 -04 1
0 1 0,2 -1 -0,2 0 2

-1 0,2 0 -0,4 |3
+0,4 +0 -04 +0/4 +0 -0,2
+1 +0
04 -04 -0,2 0 |4
+0 +1 +0,2 -1 -0/4 +0
+0 +0,4
-1 0,4 14 -0,6 -0,4 0,215
02 -04 -06 14 0,4 -1|6
— .10°
K =3,125-10 04 02 14 -06 -1 04 7
0,4 -1 -0,6 14 02 -04 8
0 02 -1 02 1 0 -1 0419
-0,4 +0,2
+1,4 -0,6
04 0 04 -04 0.4 02 -04 10
+0,4 -1
-0,6 +1,4
0 -0,2 -04 +04 -1 02 1 0 |11
+0 04 +0,4 +0
-04 0 0,2 -1 04 -04 0 04|12 (261)
-0,2 +0 +0 +1

ZatéZovaci vektor konstrukce se skldda ze zndmych silovych zatiZzeni a nezndmych reakci. VSechny sily
se jednoduse vlozi do radkd s prislusSnym premisténim. ZatéZovaci vektor konstrukce potom bude

6 6 T
0O 0 0 -110 0,5-10 o . (262)

F=S, S, 0 0 0 S,

y y

Matice tuhosti konstrukce je v této chvili singularni. Ortogonalni se stane po doplnéni okrajovych
podminek. Pfedepsané okrajové podminky jsou:

uw=0 v=0, v3=0. (263)

Tyto okrajové podminky se nazyvaji homogenni. Zplsob dosazeni objasnime jednoduse napftiklad na
druhé rovnici

0-u +1,4v; +0,4u, —0,4v, +0-u3 +0-vy

3,125-10° =S, (264)
+0,2u, —1v4 —0,6us +0-vg +0-ug +0- Vg

Na pravé strané rovnice je reakce, ktera ptsobi v misté a sméru posunu v; a jejiz velikost neni proza-
tim zndma. Dosadime-li predepsané okrajové podminky, budou prvni, druhy a Sesty sc¢itanec rovny
nule. To je stejné pro vSechny rovnice. Z matice tuhosti vymizi prvni, druhy a Sesty sloupec. Cela sous-
tava rovnic bude
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-1 02 0 04 04 0 06 0 0 ]fu=0 Sie
04 04 0 02 -1 06 0 0 0 [ly=0 Sy
28 06 -1 0 0 -08 06 0 -06|| u 0
06 28 04 0 0 06 -2 -06 0 || v 0
1 04 14 0 0 0 0 -04 02| u 0

spsqg0| 02 04 08 0000 04 -1lg=0| | S
0o 0 0 14 06 -1 04 0 0 || u 0
0O 0 0 -06 14 02 04 0 0 || v, 0

08 06 0 -1 02 28 -06 -1 04]| us 0
06 -2 0 04 —04 06 28 02 -04]|| v ~1-10°
0 06 04 0 0 -1 02 14 0 || u 0,5-10°

06 0 02 0 0 04 -04 0 14] v 0

(265)

Tato soustava ma 12 fadkd a 9 sloupctl. Prvni, druhd a Sesta rovnice poslouzi k vypoctu reakci. Zbyva
tedy soustava deviti rovnic o deviti neznamych, ktera je v (265) napsana cervené.

Regenim soustavy (265) je vektor uzlovych pfemisténi (je prezentovan véetné predem zndmych posu-
n(, které nejsou vysledkem reseni soustavy rovnic.

u =0
v =0
u, =2,00217-107*
v, =—2,57283.10"*
Ug = 3,44565-10~*
v3=0
u, =3,14891-107*
v, =—1,43478-107°
U = 3,00543-10~*
Vs =—3,72283-107*
Ug =3,70326-107*
Vg =—1,55652-107*

m (266)

Grafické znazornéni posunl prvkd u a v je na obrazcich Obrazek 38 a Obrazek 39.
Vypocet reakci
Reakce ziskdme dosazenim vypoctenych premisténi do prvni, druhé a Sesté rovnice

Sy =-500kN; S, =250kN; Sz, =750kN. (267)
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Spravnost si Ize snadno ovéfit pomoci podminek rovnovahy napsanych na celé konstrukci.

Obrdzek 38: Posuny u vynesené kolmo na rovinu ulohy

Obrazek 39: Posuny v vynesené kolmo na rovinu ulohy

PRIKLAD 18:

Vypoctéte pretvoreni a vnitini sily stény podle prikladu 17.
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RESENI:

Pomérna pretvoreni pro kazdy prvek ziskdme podle vzorce (233). Matice B obsahuje pouze konstan-
ty, z ¢ehoZ plyne, Ze pomérna pretvoreni a tedy i vnitini sily budou pro kazdy prvek konstantni. Pro
prvek 1 dostaneme

u, =3,14891.107*
v, =-1,43478.10°
-1 0 10 0 0 .
g =BA,=|0 1 00 0 -1|Us=300544-1071" (268)
1 10 1 -1 0] |v=-372283.10*
Ue :O
V6:O

Vysledkem je vektor pomérnych pretvoreni

e ~1,43478-107°
X
g =16 (=1-143478-10°  — . (269)

Vxy| |—-4.30435-107

Vektor napéti dostaneme pronasobenim vektoru pretvoreni matici tuhosti podle vzorce (236). Pro
prvek 1 bude platit

1 02 0 7[-143478107
6,=Dg =3125.10°102 1 0 [{-1,43478-107°} . (270)
0 0 04]-430435-107°

Po provedeném ndsobeni dostaneme vektor napéti prvku 1

o, | [-538,044

o, =10, f=1-538,044 kPa . (271)
. 538,044
Xy

Pro ostatni prvky obdobné dostaneme

2,00217-10* 5 53804
g,=1 -115-10% | —; ¢,={-2,34239} MPa , (272)
~1,56957-107* -1,96196



68

6,97826-10° 1 46196
g3=1 -115-10* | —; 65=1-315761} MPa , (273)
3,16957-107* 3,96196
1,44348-107 3,53804
£, =1-1,55652-10"*} — ; 6, =1-3,96196" MPa . (274)
2,83043-107 3,53804
YA
Y N
-0,538 1,462
5,538 3,538
X
l >
Obrézek 41: Deformovand konstrukce Obrazek 40: Napéti o
y ‘ V
Yy _ : A ]
-0,538 -3,158 -0,538 3,962
-2,342 -3,962 -1,962 3,538
X
- 1=
Obrazek 43: Napéti o, Obrézek 42: Napéti z,,
5.2.6. Zadana premisténi a pruzné podpory

PRIKLAD 19:

S vyuZitim feSeni prikladu 17 feste sténu podle obrazku. ZatiZeni je zadanym vodorovnym posunem
uzlu 6, ktery ¢ini 5 mm. Tuhost vodorovné podpory v uzlu 1 je 2000 MN/m.
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RESENI:

V tomto pfikladu chybi klasické silové zatizeni. Vynuceny posun uzlu 6 vSak vyvold napjatost. Nasim
ukolem je toto napéti vypocitat.

Ug
J’A4 5 6l g
o]
0 3)
4) -
i i

f] 2 33'_'_

\ I m 1m |

Obrazek 44: Pruzné podepiena sténa - zaddani prikladu

Pruznou podporu v uzlu I mGzeme nahradit pfihradovym prutem o tuhosti EA rovné zadané tuhosti
a délce jeden metr. Vynuceny posun uzlu 6 zohlednime jako posun podpory ve sméru x. Vypocetni
model ukazuje Obrazek 45.

v o
“ﬁ 5 675

7 &) X
°_T 7 2 57

Im ‘ Im Im |

Obrazek 45: Vypocetni model

Pfidany prut nahrazujici podporu je pfihradovy prut. Proto staci v novém uzlu 7 pouze vodorovna
pevna podpora. Pfibude tedy pouze jediny stuperi volnosti - u;, kterému pfifadime kédové Cislo 13.

Matice tuhosti pfidaného prvku a jeho kddova ¢isla budou

13 1
1 -1

2.10° 1 (275)
-1 1|1

Matici tuhosti pfidaného prutu (prvku €. 5) neni tfeba transformovat — lokdlni souradny systém neni
oproti globalnimu pootocen. K matici tuhosti konstrukce (261) pricteme matici tuhosti pridavaného
prvku (275):
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B 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 i
+2.10° 2.10° |1
0 2
0 3
0 4
0 5
0 6
o 0| (276)
0 8
9
0
10
0
11
0
12
0
9 9 13
|210° 0 0 0 0 OO 0O 0 0 0 0 +210° |

Vynuceny posun uzlu 6 je zadané premisténi podpory, jak je ukdzano na Obrazek 45. Rovnice (264)
ukazuje vyjadreni nulového premisténi podpory. NapiSme nyni opét druhou rovnici, ve které
vyjadfime znamy posun a pfiddme ¢len pro dodany stuper volnosti u

=5, . (277)

3125.10° 0-uy +1,4v; +0,4u, —0,4v, +0-u3 +0-v3 +0,2u,
’ ~1v; —0,6-0,005+0-Vs +0-Ug +0-Vg +0- U,

Clen matice tuhosti, ktery ndsobime zndmym posunem, miizeme prevést do zatizeni

0-u; +1,4v; +0,4u, —0,4v, +0-u3 +0-v5 +0,2u,

3,125-10° ( j =S, +9,375-10°. (278)

—1-v4+0-v5+0-us5+0-vg+0-uy

Podobné Ize upravit vSechny rovnice a ziskdme tak upravenou soustavu rovnic (jsou vynechany sloup-
ce nasobené nulovym posunem)
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3,125-10°-
~ 1 3 4 5 7 8 9 10 12_
204 -1 02 0 -04 04 0 -06 0 Uy 0
0o 04 04 0 02 -1 -06 0 0 v, =0 Siy
-1 28 06 -1 0 0 -08 06 -06 Uy 0
02 -06 28 04 0 0 06 -2 0 v, 9,375-10°
o -1 04 14 0 0 0 0 02 Us 6,250-10°
0 02 004 06 0 0 0 0 -1]| v=0 S3, —6,250-10°
04 0 0O 0 14 -06 -1 04 0 U, o= 0
04 0 0 0 -06 L4 02 -04 0O v 0
o -08 06 0 -1 02 28 -06 04 Us 1,563-10°
06 06 -2 0 04 -04 06 28 -04 Vs ~3,125-10°
0 0 06 04 0 0 -1 02 0 |lug=0,005 |Sg,—2188-10°
o 06 0 02 0 0 04 -04 14 Vs 0
064 0 0 0 0O 0 0 0 0| uy=0 Soy
(279)

Kde ¢len 1,1 vzniknul pfiétenim tuhosti pruzné podpory vydélené konstantou vytknutou pred integra-
lem k plvodnimu ¢lenu, hodnota na 13. fadku, 1. sloupci je pravé zadana tuhost podpory vydélena
konstantou vytknutou pred integral. V soustavé rovnic (279) slouzi ¢erné napsané radky pro vypocet
reakci, feSena soustava rovnic je psana Cervené. Jejim fesenim je vektor premisténi (napsany kom-
pletné, véetné zadanych posun()

Uy = 2,19034-10°3
Vl = O

u, =3,26519-107°
V, =5,99962-107
Ug =3,79341.107
V3 = 0
A=4u,=3,68262-10"° (280)
v, =3,18710-107*
Us = 4,00133-1073
Vg =—2,17447.107
Ug = 0,005

Vg =—3,47914-107*
U7 = O
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Pomérna pretvoreni a napéti se vypoctou podle postupu uvedeném v predchozim prikladu. Vysledky
jsou uvedeny na Obrazek 47 azObrazek 49.

YA y
i 5 __ ¢ Y 5 6 6
‘ \ o
Q) G S 11,952 20,474
| | |
! | |
% 2 5 s @ | 31,855 14,332
Bl 4 be » » x
—
! 34 ] 2 DY
Obrazek 46: Deformovana konstrukce Obrazek 47: Napéti o
; y A
¥ '
4 5 6 6 4 5 6, o0
11,952 7.571 11,952 -2,428
9,952 14,332 -1,952 -7.571
2 et 7 Y
1 2 3 1 2 3I

Obrazek 49: Napéti o, Obrazek 48: Napéti 7,
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6. Dodatek A - piretvarna prace vnitinich sil na prutu

Pro vyjadreni pfetvarné prace vnitfnich sil prutu budeme potrebovat geometrické a fyzikalni vztahy

pro prut. Pfipomenme, Ze geometrické podminky popisuji vztah mezi premisténimi a pomérnymi

deformacemi a fyzikalni (konstitutivni) podminky popisuji vztah mezi vnitfnimi silami a deformacemi.

Na zacatku zopakujme statické podminky rovnovahy
N'+n=0,

V'+q=0,

M’'-V +m=0.

Geometrické podminky jsou v pfipadé rovinného prutu tfi

. _du_u,
"Tax
dw
&§=—+p=W+¢,
Ay % Q
dp
en=——=¢',
m = x (4

(281)

(282)

(283)

(284)

(285)

(286)

kde &, je pomérné délkové pretvoreni tézistni osy prutu, &, je zkoseni a g, je pomérné pootoceni

neboli kfivost. Proménné u, w a ¢ jsou potom premisténi v pofadi posun ve sméru podélné osy

prutu, posun ve sméru pricném k podélné ose prutu (prihyb) a pootoceni prifezu. Geometricky vyz-

nam Uhl{ je na obrazkuObrazek 50. Je ziejmé, Ze Zadna z téchto proménnych neni uvazovdna jako

izolovana hodnota, ale vidy jako funkce proménné x.

Fyzikalni (konstitutivni) podminky jsou (za predpokladu
platnosti Navier-Bernoulliho hypotézy o rovinnosti prire-
zu pred a po deformaci)

N =EAs,, (287)
V =GA.&,, (288)
M =Elgy,. (289)

Kde N, V, M jsou funkce vnitfnich sil, E je modul
pruznosti (Youngliv), G je modul pruznosti ve smyku a A
, A. al jsou prifezové charakteristiky ato plocha

pratrezu, smykova plocha a moment setrvac¢nostik ose 'y .

Obrazek 50: Vyznam Ghll na
deformovaném prutu
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Casto se zanedbava vliv smykové deformace na pretvofeni prutu. V rovnici (285) se smykové
pretvofeni g, poloZi rovno nule. Dostaneme tak jednoduchy vztah mezi pootofenim préfezu

a te¢nou k ohybové care
p=-W. (290)

Problém tohoto zjednoduseni vsak je obsazen v rovnici (288), ze které, na zakladé provedeného
zjednoduseni, plyne, Ze posouvajici sila by byla za vSech okolnosti nulovd

V =GA, -0. (291)

Takové zjednoduseni je samoziejmé nepfijatelné. Pfedpokladejme tedy, Ze posouvajici sila je nenulo-
va, avSak zkoseni g, je nulové. Potom smykova tuhost GA,. musi byt nekonecna.

V =GA_ g, = -0 =neurtity vyraz (292)

Posouvajici sila je za téchto predpoklad( neuréitym vyrazem a mUzZe nabyvat libovolné hodnoty. Urci
se z podminek rovnovahy.

Pfi odvozeni pretvarné prace vnitinich sil prutu vyjdeme z odvozeného vzorce pro pretvarnou praci

napéti
ad 8X
&y
1 g
L=—= IsTGdV =| ox Oy 0; Ty Ty Ty flav =
2V Vxy
Vyz ’
o/ 7/ZX
v
= ongx +OyEy + 0,6, + Ty Yy + Ty Vyz + Tox VAV
Vv

z kterého pouzijeme pouze ¢leny pro napéti o, a z,, (pro prut v roviné xz). Vliv obou napéti

vyjadiime zvlast
1
L= -5 Iaxgde + J.rzxyzde : (293)
\ v

V pfipadé prutu miZeme praci vnitfnich sil vyjadrit zvlast pro préci v prifezu a po délce prutu

L=t J jangdAdx+J [ (294)
2 LA LA

Pfedchozi rovnici upravime
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Li = ILi,GdX+ J.Li,TdX , (295)
L L
kde
1
Ly =—= [oxe,0A a (296)
’ 2
A
1
Li,r === _[sz7xsz- (297)
2 A

Vypoctéme nyni pFetvarnou praci normalovych (L ) a smykovych (L . ) napéti v praFezu.
Pfetvofeni &, mizeme psat jako rovnici pfimky

Ey =& +téEml. (298)
Napéti o, urcime podle Hookeova zdkona

oy,=Ee, =E ¢, +e,2 . (299)

Dosadme nyni do rovnice (296)

L -1 jaxgdiz—E [ &n+em “0A. (300)
’ 2A 2 A

Pfedchozi vztah upravime

L~ :—% I €2 426,62 +652% dA= —%( J‘gﬁdA+2 J.gnngdA+ J-gr%ZZdA . (301)
A A A A

Pomérna pretvofeni g, - pomérné délkové pretvofeni osy prutu) a g, - pomérné pootoleni —
kfivost, jsou vzhledem k plose priifezu nezavislé (jsou to integralni veliciny), méni se pouze ve sméru
osy X. Proto je miZeme vytknout pred integraly

i,o

L :—g[g,% IdA+ 2&nEm jZdA+8§] J.ZZdA]:—g E2A+26,6,S +621 (302)
A A A

kde A je prQrfezova plocha, S je staticky moment plochy kose y a | je moment setrvacnosti

vvev

ke stejné ose. Pokud jsou pomérna pretvofeni vyjadiena k téZistni ose prutu, je staticky moment S
roven nule. Potom se vztah zjednodusi na

L o :—% EAs? +Elg? . (303)

Dosadime-li zpétné z fyzikalnich podminek (rovnice (287) a (289)), dostaneme
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1
Li,O' :_E Né‘n + Mgm . (304)
Pro odvozeni pretvarné prace smykovych vnitfnich sil predpoklddejme, Zze budou vypadat podobné
jako pro pretvarnou praci zdvislou na normadlovych napétich

1 11

1
L =—=Vg, =—-=-——V%2=_=GA &2. 305
1,7 2 \' ZGA\K 2 AK v ( )

V tomto vzoreci je kli€ova veli¢ina A, - smykova prifezova plocha.

Stejnou pretvarnou praci mizeme v duchu predchozich Uvah vyjadrit
1

1
Le==5 J Ty OA= —E;\[ffdi : (306)

Pro vyjadreni smykového napéti ve smyku za ohybu pouzijme zndmy Grashoflv vzorec

S
T7x :Vl_'

; (307)

kde S je staticky moment nad nebo pod rovinou mista, kde urcujeme napéti, | je moment setrvac-
nosti a t je tloustka prdfezu v daném misté. Grashoflv vzorec poskytuje presné vysledky jenom za
predpokladu, Ze na prdfezu vznikaji pouze svisla smykova napéti 7,,. Vmnoha priifezech v3ak

vznikaji i vodorovné slozky smykovych napéti (rxy ). Pro tyto prafezy je vyjadreni smykové plochy

sloZitéjsi. Dosadime-li Grashoflv vzorec do (1.203), dostaneme

Q2 2 Q2
L, = Z%dA:— v S—sz. (308)
T26) 1% 2G1% ) t
A A

Porovname-li vyjadreni pretvarné prace smykovych sil prifezu podle vzorc( (1.202) a (1.205),

dostaneme
2 2 a2
A
Po Upravé
2
izuizﬁ_sz’ (310)
A

coz je obecny vzorec, ktery je mozno vyjadfit pro razné typy prirezd.
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Obdélnik

Pfedpokladejme rozméry obdélnika b, h; tloustka t je konstantni a je rovna Sifce prafezu b . Plochu
odfezané ¢asti (na obr. Obrazek 51 3rafované) nazvéme A, .

Moment setrvacnosti je

1
12

| =—bh?, (311)

Staticky moment plochy je

S:Af-r:b(h+zj(l(h+zj—zj:b(DJrzj(h—EJ:b[E—iJ . (312)
2 2\ 2 2 4 2 8 2

./. /
1 7
. e X
N T
vz 2
, ¢ | o
-
vz
b

Obrazek 51: Smykova plocha obdélnika

Ze vzorce (1.209) plyne, Ze staticky moment , odfezané” plochy ma jednu nezavisle proménnou —
souradnici z . Integral ve vzorci (1.205) se pak redukuje z plosného na jednorozmérny

% hZ 2 2 %
1 1 bbH-% b h* h2z2 24
E: . 2 dz = 5 R dz =
3 3
1200 h 30 (313)
‘A A )

__ b [n* , /2 _E[Zs}“/z +i[z5]“/2 _144(n° ) 6
1 bh3 2064 N2 24 -hy2  20L" J-h2 | ph€|120 ) 5bh

Smykova plocha pro obdélnik vychazi

A, = %bh - (314)

A
1,2°

Pretvarna prace vnitinich sil rovinného prutu bude
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2 2 2
L _ 1 INe dx+IMs dx+IVg dx _ 1 N—dx+ Iv'—dx+ V—dx =
2 n m Y 2|) EA El GA,
L L L L L 4

(315)
:-%{ [EAsTdx+ [ElgZdx + jGA,(gVde}
L L L
Pro potencidlni energii vnitfnich sil bude zdpis podobny, vynechaji se znaménka ,minus”.
2 2 2
IT; 1 INgndx+ IMgmdx+ Ingdx 1 N—dx+ M—dx+ V—dx =
2 ; y ; 2 EA El GA,
L L L (316)

= %{ [EAstdx + [Elezdx + jGAKg\fdx}
L L L

ZjednoduSme nyni posledni c¢ast rovnice (316) pro predpoklad zanedbani vlivu posouvajicich sil.
&, bude nulové a posledni ¢len integralu (316) vymizi. Za pomérné délkové pretvofeni téZistni osy
prutu g, dosadme zgeometrické podminky (284) aza kfivost &, dosadme zgeometrickych

podminek (286) a (290). Dostaneme
I7; 1 EA [u'dx+EI [ —w "dx |- (317)
2 L L

Rovnice (315) a (316) predstavuji tfi alternativni zapisy. Podobné lze odvodit pretvarnou praci pro
ostatni typy Uloh (desky, stény, skofepiny, prostorové ulohy).
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7. Dodatek B - extrém funkce a funkcionalu

7.1. O problému extrému obecné

Problém extrém( je zajimavy problém, ktery v béZném Zivoté reSime Casto a obvykle intuitivné.
Chlize v pfimém sméru vyjadfuje snahu po minimalizaci Usili dostat se z jednoho bodu do druhého.
Cesta nejmensiho odporu je pfislove¢nd, stejné jako minimalizace vlozené prace pro dosazeni
Uspéchu. Vsechny tyto ptipady jsou hledanim extrému, konkrétné minima.

Varia¢ni pocet je matematickym vyjadrenim hledani extrému. Potencidlni energie je urcity integrdl a
hledani jeho extrému je povazovano Cisté za doménu varia¢niho poctu [3], zatimco problém extrému
funkce je povazovan za obor diferencidlniho poctu. Historicky vSak byly tyto problémy popsany
soucasné a teprve Lagrange je oddélil svym objevem variacniho poctu. Klasickou dlohou je hledani
brachystochrony — ktivky nejrychlejsiho spadu mezi dvéma body. Nejednd se zde o klasickou ulohu
nalezeni minima funkce, nebot praveé tu funkci hleddme. Jedna se o tlohu varia¢niho poctu. Reenim
ulohy neni pfimka, ale cykloida. Toto feSeni bylo objeveno Janem Bernoullim a nezavisle na ném
Newtonem a Leibnitzem.

Pti feSeni diferencialni rovnice tedy hleddme funkci, ktera vyhovuje rovnici a okrajovym podminkam,
pfi hleddni extrému funkce hleddme bod nafunkci, kde funkce nabyvd extrému. Pfi reSeni
funkcionalu hledame funkci, ktera zaru¢i minimum funkciondlu a vyhovi okrajovym podminkdam
ulohy.

Zamysleme se nyni obecné nad problematikou extrému na jednoduché funkci popisujici krajinu

z=1 Xy, (318)

kde x a y vyjadtuji polohopis a z nadmofrskou vysku daného bodu. Pfedpokladdejme nyni, Ze chce-

me najit nejvyssi bod krajiny. O funkci f X,y predpokladejme, Ze je spojita a diferencovatelna.

Otazka maxima nebo minima spociva ve své podstaté na porovnavani. Jestlize fekneme, Ze jsme na
vrcholu hory, musime dokdzat, Ze vSechny okolni body jsou pod ndmi. Tady se setkavame s prvnim
charakteristickym omezenim hledani extrém. V SirSim okoli mohou existovat vyssi body. Jsme
spokojeni, kdyz je nas vlastni vrchol nejvyssi ve srovnani s bezprostfednim okolim, i kdyZ to neni
maximum ve srovnani s libovolné Sirokym okolim. Mluvime o lokdInim maximu (minimu) oproti
absolutnimu maximu (minimu).

Rozhodnuti o lokadlnim extrému c¢inime v matematice prozkoumanim infinitesimalniho, to znamena
libovolné malého okoli. Je zfejmé, Ze na vrcholu hory musi mit vSechny body infinitesimalniho okoli
stejnou vysku, coZ znamena, Ze te€na musi mit nulovou smérnici pro libovolny smér. Bude-li v néja-
kém sméru tecna kladna, znamena to, Ze sousedni bod je vySe. Bude-li pro libovolny smér tecna
zaporna, znamena to, Ze v protéjsim sméru je kladna, tudiz mizeme ocekavat vyssi bod.



80

Vidime, Ze pfi hledani maxima musi byt smérnice tecny pro libovolny smér nulova. Pouze tato
podminka zaruéuje extrém (at uz minimum nebo maximum). DGsledné vzato, ani tato podminka neni
zarukou extrému. MUZe se totiZ jednat o sedlo, které zarucuje minimum v jednom sméru a maximum
v jiném. Nulova smérnice tecny je tedy podminka nutnd, nikoliv dostacujici pro existenci lokalniho
extrému. Kromé této podminky je tfeba dalsi, ktera rozhodne, zda se jednda o minimu, maximum
nebo sedlovy bod. Rikdme, 7e funkce mé stacionarni hodnotu v jistém bodé, jestlize rychlost zmény
funkce v kazdém mozném sméru z tohoto bodu vymizi. Plati, Ze pro problémy linedrni mechaniky je
dostatecné nalezeni staciondrniho bodu potencialni energie.

7.2. Stacionarni hodnota funkce

Hledejme pro zacdtek stacionarni bod funkce jedné proménné. Z matematiky je zndmo, Ze pro stacio-
narni bod plati, Ze prvni derivace musi byt rovna nule. Podle definice derivace bude platit
df(x) . f x+Ax —f x

lim =0. (319)
dx AX—0 AX

Tato rovnice vyjadfuje pozadavek nulové smérnice te¢ny pro stacionarni bod. Vynasobime-li rovnici
(319) vyrazem Ax, dostaneme

lim f x+Ax —f x =0 (320)

AX—0
a po malé Upravé

lim f x+Ax =f x . (321)
Ax—0

Rovnice vyjadfuje podminku nulové zmény ve funkénich hodnotach pro malou zménu nezavisle pro-
ménné. Podobné je dan stacionarni bod funkciondlu jeho nulovou zménou pfti variaci vstupujicich
funkci.

7.3. Variace funkce a stacionarni hodnota

,Variace” znamena infinitezimalni zménu, analogicky s diferencidlni zménou v diferencidlnim poctu.
Avsak oproti diferencidlnimu poctu znamena zménu funkce jako celku., tj. je to rozdil mezi funkci
y; X Dblizkou dané funkci y x , tedy dy X =y; X —y X . Neménime tedy nezdvisle promén-
nou X. Za funkce vzdjemné blizké poklddame takové, jeZ se malo liSi nejen ve svych funkénich
hodnotach, ale téZ v hodnotach svych derivaci az do urcitého stupné, podle typu ulohy. Kfivku b)
na Obrazek 52 nemlzZeme pokladat za blizkou k dané funkci ani tehdy, kdyby rozdil samotnych
poradnic byl dostateéné maly, nebot rozdily v derivacich jsou u obou ktivek zna¢né.

evvs

me kulicku na sousedni pozici, abychom vidéli, jak se zméni potencidlni energie. Takovy posun se
nazyva ,virtualni posun®. Termin ,virtudlni“ znamen3, Ze ptemisténi bylo Umysiné udéleno v jakém-
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koliv kinematicky pripustném sméru. Takova virtualni a infinitesimalni zména pozice je jednoduse
zvana ,variace” pozice. Odpovidajici zména dané funkce F - kterd v nasem prikladu ptedstavuje
potencialni energii kulicky — je urcena touto variaci.

Symbol pro variaci 6§ zaved| Lagrange, aby byl zdlraznén
jeji virtualni charakter. Stejné jako symbol d v diferen-
cidlnim poctu odkazuje variace 6 kinfinitezimalni zméné. i Sy(x)
Symbol d odkazuje ke skutecné zméné, & kvirtualni v, (%)

zméné. ProtoZe v problémech variaci urcitych integralQ - ‘
(potencidlni energie) musi byt oba typy infinitezimalnich y(x)
zmén uvazovany nardz, je velmi dilezité, odlisit obé

veliciny.
Definice variace ukaZzme na funkci n proménnych b)

F=F u,u,,..,u, . (322) »(x)

Proménné uy,U,,...u, mohou byt zobrazeny jako pravo-

Y

uhlé souradnice bodu P v prostoru o n dimenzich. Jestli-
Ze vykreslime hodnotu funkce v jedné dalsi pfidané dimen-

zi, dostaneme plochu v prostoru o n+1ldimenzich. x
Predpokladame, ze F je spojita a diferencovatelna funkce

proménnych U . Obrazek 52: Variace funkce

Napisme ted' infinitezimalni virtudlni zménu nasich souradnic ve formé
ouy, dUy, ..., oU, . (323)
Odpovidajici zménu funkce F vyjadfime pomoci pravidel diferencidlniho poctu

5F:8—F5u1+6a—F5u2+...+§—F5un. (324)

Uy up Un
Tento vyraz se nazyva prvni variace funkce F . Ma-li mit tento vyraz nulovou hodnotu (za predpokla-
du nenulovych variaci duy, du,, ..., du, ) potom musi platit

n
Zﬁaui =0. (325)
i—1 8ui

ProtoZe ale uvedend sumace musi platit pro libovolné variace Su;, musi byt nulova kazda derivace
funkce F .

oF

—=0 326
% (326)
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pro viechna i. Charakter variaci je virtudlni a tudiz omezeny pouze okrajovymi podminkami. Jestlize
je rovnice (326) splnéna, vyraz na pravé strané (324) vymizi a funkce F tedy bude mit staciondrni
hodnotu. Rovnice (326) jsou tedy nutné i dostacuijici.

Nutnd a postacujici podminka, Ze funkce F o n proménnych bude mit stacionarni hodnotu v jistém
bodé P je, ze n parcidlnich derivaci funkce F podle vSech n proménnych bude nula v bodé P .

Jestlize podrobime variaci urcitou funkci, zméni se hodnota funkcionadlu F o priristek AF [1]. Je-li
funkci, kterou podrobime variaci, extremala, tedy funkce spliujici podminku extrému, v nasem

pripadé minima funkciondlu F , tedy plati-li F y =min, potom bude variace funkcionalu nulova

SF=0 (327)
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8. Dodatek C - Pozadavky na nahradni funkce pro prvky MKP

Nahradni funkce pro MKP prvky je mozno volit ze Siroké tfidy funkci. Jejich volbou vsak zasadné ovliv-
nime presnost fesSeni. Pro stavebné mechanické ulohy se ndhradni funkce voli obvykle ve tvaru poly-
nomuU. Ma to dva dlivody. Prvnim je, Ze matematické operace s polynomy jsou pomérné jednoduché
(zejména derivovani a integrovani) a dobfe naprogramovatelné.

Druhym dlivodem je presnost aproximace, kterou lze jednoduse ménit podle poctu ¢lenli polynomu,
které se uplatni v pfislusné ndhradni funkci. Vyssi stupen polynomu lépe vystihne skutecny tvar
deformacni krivky. Pokud je v ndhradni funkci obsazeno presné reseni, metoda konecnych prvki je
najde (podobné jako v Ritzové metodé, jak bylo ukazano v pfikladu 11). Obecné vsak presné reseni
nezndme a nami zvolené nahradni funkce predstavuji aproximaci skute¢né deformace. K minimu
potencialni energie se pfiblizujeme shora — to znamena, Ze vytvorfeny model je vidy tuzsi, nez je
skutecnost. SnaZzime se proto alespon zajistit konvergenci metody k pfesnému feseni. Model mize-
me zpresnit dvéma cestami, bud’ zvétsenim stupné aproximacniho polynomu, nebo zhusténim sité
(blize viz [5]).

Pfesto nelze zvolit libovolny aproximacni polynom ¢&i jinou funkci. Musi byt splnény nasledujici
pozadavky:

1. Stupen nahradniho polynomu musi mit nenulové spojité derivace az do rfaddu m, cozZ je rad
derivace obsazené ve vyrazu pro potencidlni energii. Kazdd tato derivace proto musi byt
nenulova a spojitd. Prvky spliujici tato kritéria se nazyvaji kompletni.

Minimalni stupen polynomu pro ohybany prut je m = 2, protoze ve vyrazu pro potencialni energii

I, :ﬂj w2 dx (328)

2 ¢

figuruje druhd derivace prlhybové kiivky w. Druhd derivace polynomu druhého stupné je
konstanta — je tedy nenulova a spojita.

2. Funkce pfemisténi musi umozZiovat stav, za kterého jsou pomérnd pretvoreni konstantni
& =konst.. (329)

V tomto poZadavku je zahrnut istav, kdy £ =0, coZ vyjadiuje premisténi prvku jako tuhého
télesa. Prvky spliujici tyto poZadavky nazyvame kompletni. V jejich aproximacnich polynomech
proto musi byt obsaZen konstantni ¢len a dalsi ¢len nebo ¢leny, které to umozni.

Pro ohybany prut, kde se zanedbdva prace posouvajicich sil je ndhradni funkce polynom 3. Fadu,
ktery obsahuje 4 nezndmé koeficienty

W= ag + 8 X+ a,X> +agx°. (330)

Derivovanim podle vzorce (290) ziskdme pootoceni
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Q=- a1+2a2x+3a3x2 . (331)

Pro vyjadieni premisténi jako tuhého télesa potfebujeme konstantni ¢leny v obou rovnicich — to
znamena Cleny s a5 a g.

Odvodme nyni kfivost a ohybovy moment podle vzorc( (286) a (289)
Em=— 28, +63Xx =M =Elg, =—El 2a, +6agX . (332)

Konstantni kfivost (ohybovy moment) vyjadfuje ¢len s a,. Derivovanim podle (283) a poloZenim

spojitého momentového zatiZzeni rovno nule dostaneme vztah pro posouvajici silu
V =M'=Ela;. (333)

Nahradni polynom tedy umoznuje takovy ohybovy stav, kdy je posouvajici sila konstantni. Je
pfitom vidét, Ze pro dobré Feseni potfebujeme vsechny c¢leny ndhradniho polynomu. Vynechani
libovolného ¢lenu a jeho nahrazeni ¢lenem s vy$si mocninou X paradoxné omezi presnost reseni
zejména v jednodussich deformacnich stavech.

Z predchozich udvah plyne, Ze pfi libovolném stupni nahradniho polynomu je tfeba zarudit
i ,jednoduché” deformacni stavy prvku. Je proto vhodné, obsahuje-li ndhradni polynom stupné
m vSechny mensi mocniny. Pro funkce dvou proménnych se postupuje pomoci Pascalova
trojuhelnika

konstantni ¢len 1
linedrni ¢leny Xy
kvadratické ¢leny X2 xy y?
. 3 2 2 .3 (334)
kubické ¢leny X X7y xy° vy
kvartické cleny ~ x* X3y x%y? xy® y4
..atd...

Nahradni funkce musi byt geometricky invariantni vzhledem k soufadnym osam. Jinymi slovy,
zadny smér nesmi byt preferovan. Z Pascalova trojuhelnika je tedy tfeba vybirat symetricky
vzhledem ke svislé ose. Napfiklad vybereme kompletni kvadraticky polynom

U=ap +aX+ayy +agX° +a,Xy +agy?, (335)
nebo bikvadraticky polynom

_ 2 2 2 2 2.2
U=ay +ayX+ayy+agX” +auXy +agy” +agX°y +a;xy” +agx“y”. (336)

PoZadavek kompatibility (spojitosti) deformaci na celé feSené oblasti Q. Aproximacni polynomy
musi byt voleny tak, aby na styku prvk( byla zarucena spojitost v hodnotach a derivacich az do
fadu m—1. Zaroven musi byt splnéno, Ze premisténi na dotyku dvou prvku je zavislé pouze na
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parametrech deformace uzlQ, leZicich na této linii. Takto bude zaruceno, Ze pfi deformaci nedoj-
de ke vzniku mezer i prekryti prvk(.

Pro prutovy prvek je tato podminka splnéna automaticky, protoze uzlovy parametr je prvni
derivaci prihybu.

Pro sténovy prvek T6 je tato podminka splnéna rovnéz. Do funkciondlu potencialni energie
vstupuji prvni derivace posunt. Staci tedy spojitost funkci posunl na hranach prvkid. Ta je
zaruéena, protoZe funkce posund tvofi rovinu. Spojnice posuni v uzlech tedy tvofi pfimku, ktera
je spolecna pro sousedni prvky — viz Obrazek 38 a Obrazek 39.

Aproximacni funkce by mély umoznit plnéni podminek rovnovahy. V pfipadé ohybaného prutu
jsou to rovnice (282) a (283), ve kterych se spojita zatizeni poloZi rovny nule (zatizeni se v MKP
aplikuje pfimo na uzly, ndhradni funkce tedy musi vyhovovat i prvku bez zatizeni). V pfipadé
prutového prvku bez vlivu prace posouvajicich sil je momentovd podminka rovnovahy (283)
splnéna automaticky (je z ni odvozena posouvajici sila). Do silové podminky rovnovahy (282)
dosadime z (333)

V'= El6ag =0. (337)

Statickd podminka rovnovahy je tedy splnéna. Takto odvozeny prut pak predstavuje v ramci
prijatych predpokladl presné feseni.

Pokud aproximacni funkce nespliuji statické podminky samy o sobé, mohou to byt dalsi
podminky, které, kromé okrajovych podminek, vstupuji do vypoctu neznamych koeficientl a; .

Uzlové parametry mohou byt posuny, pootoceni nebo jejich derivace. Nesmi ale dojit
ke smésovani typu parametr(. Derivace posunu ¢i pootoceni muizZe byt nasobkem vnitini sily.
V ptipadé ohybaného prutu jsou uzlové parametry pfi¢ny posun a jeho prvni derivace, cozZ je

W=—p. (338)

Pokud bychom zvolili jako uzlovy parametr druhou derivaci priihybu, potom podle vztahd (290),
(286) a (289) plati

M
El

"

Pfi takové volbé parametr(i se z deformacni varianty MKP stava smisend varianta. Bude tfeba
dvou prvkG o nestejnych priifezovych nebo materidlovych vlastnostech nebude spinéna
podminka rovnovahy. Na hranici obou prvkd bude spoleénd druhd derivace priahybu, tedy
kfivost. Ohybovy moment se ziskd prondsobenim kfivosti prafezovymi a materidlovymi
charakteristikami, které jsou rozdilné pro oba prvky. Z toho potom plyne rliznd vnitfni sila pro
oba prvky a tedy nesplnéni statickych podminek.
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